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Bevezetés

Ez a jegyzet els6sorban a villamosmérnok hallgatok Villamossagtan c. targyahoz irédott segédanyagként, de ugy gondoljuk, hogy masok is haszonnal lapoz-
gathatjak elektronikai, elektrodinamikai ismereteik bovitése érdekében.

A jegyzet anyaga két nagyobb egységre bonthato:

A néhany oldalon keresztill targyalt ,Matematikai, fizikai alapok” c. fejezetben értelemszerlien azokat az el6ismereteket vessziik sorra, amelyek a tény-
leges téma megértéséhez feltétleniil szilkségesek. Ebben a részben korantsem torekedtlink teljességre — mar csak azért sem, mert ennek a jegyzet-
nek semmiképpen nem lehet a célja sem a matematikai, sem fizikai alapkurzus helyettesitése. Sokkal inkabb fontosnak tartottuk azt, hogy egy he-
lyen megtalalhatok legyenek azok a legfontosabb fogalmak (az érteimezésiikkel egyltt), amelyekre a tényleges anyag feldolgozasa kdzben feltétle-
nul szlikség lesz, mégpedig egy olyan egységes szemléletben bemutatva, amelyet e-nélkil az Olvasonak tobb alapkurzus valésziniien eltéré szem-
lélettel el6adott ismeretanyagabdl 6nalléan kellene integralnia az itt targyalt anyag feldolgozasa kézben.

A tényleges villamossagtan tananyag keretében el6szor az elektromos és magneses mezékkel foglalkozunk, hogy az itt kiépitett alapfogalmakra ta-
maszkodva targyalhassuk a hadlézatelmélet alapjait. Bar a villamossagtan kurzus tradicionalisan kifejezetten elméleti jellegli, megemlitjik azokat a
gyakorlati vonatkozasokat is, amelyek az elméleti anyag megértését, a gyakorlatban val6 alkalmazhatésagat kdzvetlenll segitik.

Az anyagban szamos feladat is talalhatd, s természetesen mindegyik a megoldasaval egyutt. Fontos tudni, hogy ezek egyike sem puszta illusztracié gyanant
kertlt feldolgozasra, hanem mert rajtuk keresztll, tisztabban vagy éppen gyakorlatiasabban lehetett egy-egy elvi problémat tisztazni. Ebbdl kbvetkezben a fel-
adatok megoldasai éppugy a tananyag részét képezik, mint a jegyzet egyéb részei, a feladatként vald felvetés pusztan egy hatékony targyalasi stilusként
szemlélendd.

A kénnyebb értelmezhetéség, attekinthetéség érdekében a jegyzet egészében kék szinnel kiemelve adjuk meg az Uj fogalmak megnevezéseit, pirossal a
legfontosabb &sszefliggéseket, barna szinnel a feladatok szévegét, és zoldes barnaval azokat a megjegyzéseket, amelyeken beliil az egyes témakdrokben
erésen elterjedt hibas vagy karos szemléletet, az esetleges hibas megfontolasokat elemezzik. Természetesen ez utdbbiak megértése — kildnésen pedig
megtanulasa — nem szlkséges ahhoz, hogy a tananyag elsajatithato legyen, azért szerepeltetjik mégis, mert a hibas ismeretek, a hibas szemlélet jelenléte
viszont megakadalyozhatja (és tapasztalataink szerint sok esetben meg is akadalyozza) a megértést.

Debrecen, 2002. majus



Utolso frissités: 2002.09.23. 18:18 Villamossdgtan 1. félév 9. oldal

Matematikai, fizikai alapok

Fizikai mennyiség, mennyiségegyenlet
A fizikai mennyiségek mérészambol és mértékegységbdl allnak. Példaul: 3m, SE, 2V, stb. Ezeket skaldar-mennyiségeknek is nevezzik. A szokasos
S

frasmoddal: pl.: d, v, U; d=3cm, v=5g, U =2V, stb. A fizikai mennyiségek kozotti viszonyt (a fizikai definiciokat, térvényeket) un. mennyiségegyenletek
S

formajaban fogalmazzuk meg. Példaul: m= pV. Ebben m a V térfogaton belili testrész tdmegét (mérészamat és mértékegységét egyitt), p pedig a széban
forgo testrész slrliségét (mérészamat és mértékegységét egyitt) jelenti.

Megjegyzés

A mérndki gyakorlatban elterjedten hasznalatosak az Uun. mérészamegyenletek. Ezzel a szép, hangzatos megnevezéssel azt a trehanysagot szokas legali-
zalni, mely szerint a mennyiségek helyett csak szamokkal szamolnak, majd mivel az eredmény altalaban mégiscsak egy fizikai mennyiség, a szamolas végén
egyszer(ien hozzabiggyesztik a numerikus eredményhez a kiilébn megtanult mértékegységet, ti. ami ebbdl vagy abbdl az dsszefliggésbdl ki szokott jonni — no
persze, csak ha a bemend adatok mérészamait is alkalmas egységekhez tartozdan irjak be (amit azonban sajnos megintcsak kulén meg kell tanulni — mar-
mint, hogy melyik dsszefliggésbe milyen egységekhez tartozdé mérészamokat kell behelyettesiteni). Raadasul az efféle mérészamegyenletek éppen a jelle-
glikbsl fakadéan a bonyolultabb kifejezések esetében mar nehezen értelmezhetd (és persze kiilén megtanulandé) konstansokat is tartalmaznak. ime, egy na-
gyon egyszer(, és ezért még nagyon kénnyen attekintheté példa:

k}rln -ban, At-t pedig szekundumban kell behelyettesiteni.

s= At [m], ahol v-t
3,6

>

20

7

Ez alapjan az 6sszefliggés alapjan aztan a kovetkez6képpen szamolnak: v=72, At=3 = s= %-3 =60 m.
Mi ebben a jegyzetben ezt az altalunk karosnak tartott és felesleges megterhelést jelenté gyakorlatot nem kovetjik, a mérészamegyenletek helyett minden
esetben mennyiségegyenletekkel fogalmazzuk meg allitasainkat. Példaul az el6bbi egyszer( 6sszeflggést a kovetkez6képpen:

S=VAt.

2, 1000 m

. . km km
Szamolni pedig fgy szamolunk vele: v=72 —, At=3s = s=72—3s= /- ——
h h 3600 %,

hez a szoban forgd esetben a méter mértékegységet kell hozzaf(izni, hanem kiszamoljuk. Természetesen nem mindig irjuk ki a mértékegységekkel vald
szamolas menetét részletesen, mint ahogyan a szamokkal végzett szamolas bizonyos részeit is sok esetben fejben végezzik el, de ilyenkor sem irunk le so-
ha olyasmit, hogy v="72 vagy At=3, mert ezek tovabbi (hallgatélagos?) informacidk nélkil értelmezhetetlenek, s mint ilyenek, értelmetlenek is. Hasonléan,

-3 % =60 m, vagyis nem megtanuljuk, hogy a numerikus eredmény-

nem irunk le olyat sem, hogy %-3=60m, mert ez meg egyszerlien hibas — éppugy mint az, hogy 3-2 =600, noha mikézben a 3-at 200-zal megszorozzuk,

>

3.2 kiszamolasa a lényegi miivelet, a szazasokat mar szinte automatikusan csak utana irjuk az eredménynek, de e mégétt az automatizmus mogétt is szamo-
las rejlik, amit irasban minden alkalommal jeldlink is, vagyis azt irjuk, hogy 3-200 = 600. Természetesen mindvégig, kivétel nélkdl igy jarunk el, akar elméleti
szamolasokat végziink, akar ha feladatokat oldunk meg!!!

Fizikai térvény

A fizikai mennyiségek koézott fennallé valamilyen 6sszefiiggés, amelyet tobbnyire tapasztalati uton (mérésekre tamaszkodva) nyeriink, esetenként azonban
mas, korabban felismert térvényekbdl, tapasztalatokbdl logikai Uton (matematikai levezetés eredményeképpen). Példaul tapasztalati tény, hogy vannak olyan
anyagok, amelyekbdl készitett testekre teljesll, hogy a tdmegik aranyos a térfogatukkal. Képletszerlien megfogalmazva: m~V, vagy m= pV, ahol p az
m~V aranyossag aranyossagi tényezoje (vagyis az a mennyiség, amivel V -t megszorozva m-et kapjuk).

A fizikai mennyiség definicidja
A fizikai mennyiségek definicioi mindig valamilyen fizikai térvényre éplilnek. Fizikai térvény példaul, hogy az azonos anyagu testek tdmege a térfogatukkal

aranyos: m~V, az erre alapozé definicié pedig, hogy az ezen aranyossagban szerepl6é aranyossagi tényez6t a széban forgd anyag strliségének nevezziik:
m= pV, vagyis mondhatjuk, hogy a slirliség az a mennyiség, amit a test térfogataval megszorozva megkapjuk a test tomegét. Ez a sirliség definicidja.

Megjegyzés
— Igen gyakori, hogy a bemutatott esethez hasonléan az a fizikai térvény, amely valamely mennyiség definicidjanak alapjaul szolgal, egyszeri aranyossag.

— Az aranyossagot a kés6bbiekben is az itt bemutatott formaban fogalmazzuk meg, vagyis az un. funkcionalis definiciés eljarast részesitjik elényben a
konstrukcios eljarassal szemben, ami annyit jelent, hogy a definiciban nem azt mutatjuk be, mibdl és hogyan lehet kiszamolni a definialt mennyiséget,
hanem azt, hogy mely fizikai tdrvény alapjan definialunk, s hogy mire jo, mire hasznalhato az, ha a definialt mennyiség értékét ismerjuk. Fogalmazhatunk
ugy is, hogy a mennyiségeket nem azért definialjuk, hogy legyen mit kiszamolni, hanem azért, hogy ha valahonnan ismerjiik a definialt mennyiség ér-
tékét (mérésbdl, mas fizikai torvénybdl), akkor segitségével egyéb, szamunkra fontos adatokhoz juthassunk, magat a definiciét pedig ugy fogalmazzuk,
hogy éppen ennek a mikéntje domborodjon ki beléle. Ennek szellemében tessziik azt is, hogy az aranyossag bemutatasakor nem az aranyossagban sze-
repld mennyiségek hanyadosanak allandésagara helyezzik a hangsulyt, hanem a figyelmet a mennyiségek aranyos valfozasara iranyitjuk, vagyis a
mennyiségek kapcsolatat igyeksziink fiiggvénynek lattatni.
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— Igen elterjedten, gyakorlatilag egyeduralkodéan hasznalatos az aranyossagra alapozott definiciok olyan jellegli megfogalmazasa, mint példaul: ,a sebes-
ség az id6egység alatt megtett Ut”, ,a térer6sség az egységnyi toltésre haté erd”, ,a magneses indukcioé az egységnyi aramelemre haté erd”, ,az aram-
er@sség az idéegység alatt ataramlott toltés”, stb., stb. Vannak aztan tabuként kezelt aranyossagok, amelyeket — ki tudja, miért — sosem szokas ebben a
formaban megfogalmazni, mint példaul: ,a sz6g az egységnyi sugarhoz tartozo iv’, ,a szdg szinusza az egységnyi atfogéra esé befogd”, ,a térésmutatd a
torési szdg egyseégnyi szinuszara es6 beesési sz6g szinusza”, vagy egy baratsagosabban hangzo, de valamiért mégsem hasznalatos: ,az ellenallas az
egységnyi aramerdsségre es6 feszlltség”, stb., stb. Gondolkodas-lélektani szempontbdl érdekes, hogy akik harcosan védik az elsé csoportban felsorolt
definiciék hasznalhatésagat, egyértelmiségét, félreérthetetlenségét, azok nagy része is elveti a masodik csoportban felsorolt definiciok Iétjogosultsagat,
mondvan ,az ellenallas nem fesziiltség”. Igaz. De a sebesség sem Ut, sem az egységnyi id6 alatt megtett Gt, sem barmiféle mas ut! Es hasonléan, sem a
térer6sség, sem a magneses indukcié nem erd, az aramerésség nem toltés, a sz6g nem iv, a szdg szinusza nem befogd, stb. Ezért aztan, amit ezek a
definiciok allitasként fogalmaznak meg, az egyszerlien nem igaz. Raadasul 6rok homaly fedi, mit is jelent pontosan a bennik szerepl6 ,egységnyi” kitétel.
Ha ezt firtatjuk, magyarazatként altalaban az aranyossagra valo hivatkozas keril elé, ami nagyon helyénvalo lenne, a sajnalatos csak az, hogy maguk a
Ldefiniciok” ezt meg sem emlitik, pedig valamennyinek ez az értelme, ez az alapja. Pedig milyen egyszer(i lenne a megoldas: a homalyos jelentés( ,egy-
ségnyi” helyett — feltehetéen ez lenne hivatott pétolni az aranyossagra valo hivatkozast — nyiltan kimondva a széban forgé mennyiségek aranyos valtoza-
sara kellene iranyitani a figyelmet!

Az ilyen jellegl definiciok ,sikere”, az oktatasi anyagokban valo szinte privilegizalt szerepeltetése két dolognak koszdnhetd: egyrészt annak, hogy révidek,
masrészt, hogy rovidségik ellenére is nyiltan szerepel benniik a hattérben meghtzédéd aranyossag mindkét szerepldje. Ezek a tényszer(, valds elénydk
azonban semmivé foszlanak az imént elemzett hatranyok fényében, ti. hogy a bennlik megfogalmazott allitasok részben hamisak, részben semmitmon-
dbak, ezért mi a tovabbiakban sehol nem fogjuk hasznalni az aranyossag ilyen jellegd, bujtatott megfogalmazasat.

Szokas megprobalkozni az ilyen jellegl definiciok tényszerlien hibas allitasanak kikliszobdlésével a kdvetkezéképpen: ,a sebesség megadja (szokasos
még a ‘megmutatja’ széfordulat is) az egységnyi id6 alatt megtett utat”, ,a térer6sség megadja az egységnyi toltésre hatd erét’, ,a magneses indukcid
megadja az egyseégnyi aramelemre hato erét”, ,az aramerésség megadja az id6egység alatt ataramlott téltést”, stb., stb. Ezek a megfogalmazasok mar
nem tartalmazzak azt a hamis allitast, hogy a sebesség valamiféle Ut lenne, a térer6sség valamiféle erd lenne, és igy tovabb, a kérdés tehat mar ,csak
az’, mit is jelent az a kitétel, hogy ,megadja”, ,megmutatja”. Mast persze nem igen jelenthet, mint hogy a sebességet az ,egységnyi idével” megszorozva
a hozzatartozé utat kapjuk, a térer6sséget az ,egységnyi toltéssel” megszorozva a ra hatd erét kapjuk, az aramerésséget az ,egységnyi idével”
megszorozva az ezen id6 alatt ataramlott toltést kapjuk, stb. No, de akkor meg vajon miért nem ezt mondjuk inkabb?? igy ugyanis lenne konkrét
jelentése, azaz érteni is lehetne... A feltételes mod annak szol, hogy az érthetéséghez még mindig hianyzik, az ,egységnyi idd”, ,egységnyi toltés”, stb.
értelmezése. Vannak olyan tankdnyvek, amelyek érzékelik ezt a problémat, és konkrétabban fogalmaznak: ,a sebesség megadja az 1s alatt megtett
utat”, stb. Amellett, hogy itt is nyitva marad, mit is jelent az, hogy ,megadja”, Ujabb probléma is keletkezik: a sebességfogalom lényege éppen az, hogy
az 1s alatt megtett utat annyira, és csak annyira ,adja meg”, minta 2s, 3, ... alatt megtett utat, vagy éppen az 0,1s, 0,2s, ... alatt megtettet.

Latjuk tehat, hogy az aranyossagra alapozott definicioknak szamos hibas valtozata van forgalomban, amelyek mindegyikében abbdl fakad a tényszerien
hibas jelleg, hogy mindegyik igyekszik — ki tudja, miért? — megkeriini a definicio alapjaul szolgalé aranyossag nyilt kimondasat.

Vektor

Egy nem negativ skalarmennyiség és egy irany. Pl.: 3m, Kelet felé; SE, az asztal kbzelebb esd sarkatdl a szoba kijeldlt sarka felg; stb. Jelélése: pl.: F, v, F,
N

stb. A skalarmennyiséget a vektor nagysdganak (abszolitértékének) hivjuk. Jellése: pl.: r, v, F, vagy ha ez félreérthetd lenne |r], |v], |F

, stb. (Félreérthe-

)

t6 lehet pl. Ar, mert |Ar|=|r"—r|=r'—r = Ar, a vesszGs érték tartozik a késébbi idponthoz.)

Megjegyzés
— Vannak olyan mennyiségek, amelyekb&l nem szokas (mert nem lenne egyértelm() egy irany hozzarendelésével vektort késziteni, de szokas a mennyiség
differencialisan kicsiny értékéhez (megvaltozasahoz) iranyt rendelni (mert az mar egyértelmien végezhetd el). llyen pl. a forgasszdg, és a felllet (1. a felt-
leti integraloknal). Ezeket a vektorok megvaltozasanak jeldlésétdl (pl.: dr ) megkiilénbdztetd médon jeldljiik: pl.: dp és dA (szemben azzal, ha maga o, ill.
A maga is vektorként értelmezhetd lenne, amikoris d@-t és dA-t irnank).

— Szokas a vektorokat iranyitott szakaszként definialni. Ez azonban nem szerencsés, mert bar az iranyitott szakaszok valoban vektorok, jocskan vannak
azonban egészen mas jellegli vektorok is, mint pl. a sebesség, a gyorsulas, az eré, a térerésség, a magneses indukcio, stb. igy van ez még akkor is, ha
rajzban ezek mindegyikét iranyitott szakasszal jelenitjik meg. Olyan ez, mint amikor egy térképen az Utszéli fesziileteket és a templomokat egyarant egy
kereszttel jeldljuk, ettdl még a templom egészen mas marad, mint az utszéli feszilet.

— Ugyancsak szokas a szaknyelvben ,kotétt vektorrol”, ,szabad vektorrél”, sét a mérndki tankényvek némelyikében még ,csusztathatd vektorrol” is beszélni,
és az egyes vektormennyiségeket ezekbe a kategoriakba gondosan besorolni, az egyes kategoriakra kilon-kulon szabalyokat alkotni a vektorokkal vég-
zett mlveletekre. Ezek parazita fogalmak (nincs rajuk sziikség, csak zavart keltenek), nem hasznaljuk 6ket. Ennek megfeleléen a vektorfogalomhoz nem
rendellink sem ,kezd6pontot”, sem ,tamadaspontot”’, sem pedig végpontot, €s ugyanigy természetesen ,hatasvonalat” sem. Megjegyezziik, hogy igaz ez
még az erd vektorara is, bar a feldolgozott t¢émabdl fakaddan ebben a jegyzetben sok dolgunk az erévektorral nem lesz.

Mire valé a vektor?

Arra, hogy az egyébként csak nehézkesen, 6sszetetten megfogalmazhat6 (geometriai kitételeket is tartalmazo) megallapitasainkat révid, tdmor, formalis mi-
veletekre alkalmas formaban fogalmazhassuk meg. Ahelyett példaul, hogy azt mondanank, ,az elejtett test Ugy mozog, hogy az altala azonos idék alatt befu-
tott szakaszok mind parhuzamosak, és a szabad viz felszinére merélegesek, a hosszaik pedig Ugy aranylanak egymashoz, mint a paratlan szamok négyzetei
1-t6l kezdédéen”, mondhassuk egyszeriien azt, hogy az elejtett test a szabad viz felszinére meréleges, allandé gyorsulassal mozog. A hitelesség kedvéért
fontosnak tartjuk megemiliteni, hogy az idézéjelbe tett, ma mar bonyodalmasnak tiné megfogalmazast (amiben a Iényeget nem is olyan egyszerli meglatni)
nem mi talaltuk ki az ,elrettenté” példa kedvéért, hanem Galilei a szabadon es6 testek mozgasanak vizsgalatat 6sszegezve, mert akkoriban még hianyoztak a
mozgasok leirasat attekinthetévé, egyszeriivé tevé vektormennyiségek.
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Megjegyzés

Sokak szemében (sajnos, jocskan akadnak kdztik fizikatanarok is) a vektorok hasznalata csak felesleges kortlményeskedés, ami elfedi a Iényeget, bonyolult-
ta, attekinthetetlenné teszi az egyébként egyszerii dolgokat. Ez igaz is, ha a hasznalatukat olyan esetekre korlatozzuk, ahol nincs rajuk sziikség (pl. a k6zép-
iskolai fizikatananyagban az egyenesvonali mozgasok targyaldsara), no meg, ha a vektorfogalmat olyan felesleges, parazita fogalmakkal terheljik meg, ami-
lyenekrél a definiciéjanal tett megjegyzésben irtunk. Minden mas esetben éppen az ellenkezéje igaz, a vektorok hasznalata a targyalasmaodot jelentdsen le-
egyszerUsiti (hiszen éppen e cél érdekében hoztak létre a vektorfogalmat!), sét, Iévén, hogy a vektorok rajzok segitségével képszeriivé is tehetbk, a velik
megfogalmazott 6sszefliggések olyanok szamara is elérhetévé valnak, akik elétt az algebrikus kifejezések erésen absztrakt jellege nehezen lekizdhetd aka-
dalyként tornyosul.

Vektorkomponens

Egy vektorbdl és egy 6nkényesen valasztott iranybodl (tengely) képzett skalarmennyiség: a vektor nagysaga szorozva a
vektor és az 6nkényesen valasztott irany altal bezart sz6g koszinuszaval. A vektorkomponenst a geometriai szemléletes-
ség kedvéért a valasztott irdnyba mutaté tengelyre vonatkoztatott vetiiletnek is nevezzik (pl.: a, =a cosa az x-tengelyre

o o
vonatkozo vetiilet). R
ay
Jelolés: Az a ortogonalis komponenseivel megadva a=| a, |=a,§ +a,6, +a,§ 3
a

Megjegyzés
— Kiemelt szerepe van a harom egymasra merdleges tengelyre (ortogonadlis badzisrendszere) vonatkoztatott vetlletnek: tdbbek kdzott ezek is egyértel-
miien meghatarozzak magat a vektort, de a vektor nagysaga veliik fejezhet6 ki a legkényelmesebben, pl.: v= vﬁ +v§ +v§ (Pitagorasz-tétel).

— Szokas a vektorkomponenst az itt bemutatottol eltéréen, magat is vektorként definiadlni. Ez megtehetd éppen, csakhat ezzel a komponens éppen azt a tu-
lajdonsagat veszti el, amire vald, ti. hogy alkalmazasaval lehet a rendkivul témér formaban megfogalmazott vektoregyenletekbdl a részletesebb szamo-
lasra alkalmas skalaregyenleteket el6allitani (mégpedig kilondsebb geometrikus megfontolasok nélkil, egyszerl formalis miveletek eredményeként,
szinte automatikusan).

Vektoregyenlet, komponensegyenlet

A mar megismert mennyiségegyenletek vektorokat is tartalmazhatnak (mint azt mar megallapitottuk, vannak vektor jellegl fizikai mennyiségek is). Példaul:
AT =VAt vagy F = Eq, stb. Az igy megfogalmazott allitasok még témdrebbek, mint a skalar mennyiségegyenletekkel megfogalmazottak: két vagy harom
skalar mennyiségekkel megfogalmazhaté allitast stritenek magukba. Igen gyakori, hogy a vektoregyenletekbe sritett allitdsokat skalaregyenletekké bontva
végezzik el a részletes szamolasokat. Ennek két alapvetd mddszerét szokas hasznaini:

— A vektorok konkrét elrendezését kihasznalva geometriai megfontolasok alapjan kiszamoljuk a vektorok nagyagat, egymassal bezart szdgét, stb. (a szi-
nusz-tétel, a koszinusz-tétel, stb. segitségével). Ez a megoldas szemléletesen mutatja a geometriai viszonyokat, de az igy végzett szamolasokhoz nincs
altalanosan kévethetd ,recept’, gyakran otletet is igényelnek.

— A problémaban szerepl6é vektoregyenleteket alkalmasan valasztott tengelyek mentén rutinjellegdi, formalis eljarassal komponensekre bontjuk, s az igy
nyert skalarkomponens-egyenletekkel szamolunk. Ez az eljaras kevésbé szemléletes, viszont mindig végigvihetd, nem igényel otletet. Példaul a Ar = VAt
vektoregyenlet skalarkomponens-egyenletei: Ax=Vv,At, Ay =v At, Az=v,At, ahol X, y, z tetszSlegesen felvett tengelyek. (Természetesen tovabbi tenge-

lyeket is felvehetiink, de az igy nyert tovabbi egyenletek mar nem linearisan fuggetlenek. Sikbeli probléma esetén csak két linearisan fliggetlen egyenletet
nyerhetlink.) Ahhoz, hogy az igy nyert komponens-egyenletekkel valdban szamolhassunk, mar csak a benniik szereplé vektorkomponenseket kell eléalli-
tanunk, ami a korabban elmondottak szerint ugyancsak rutinfeladatnak tekintheték.

Megjegyzés
— Az itt példaként bemutatott vektoregyenlet egyébként a sebesség helyes definicidjaban szerepld aranyossagot fogalmazza meg (az elmozdulas és az el-
telt id6 aranyossagat), a példaként mar tobbszor idézett sebességdefinicid ugyanis abbdl a szempontbdl is hibas, hogy a sebesség vektormennyiség, igy
a skalarmennyiségek aranyossagara alapozott definicidja nyilvanvaléan nem is lehet helyes, de legalabbis olyan jellegl tovabbi kiegészitéseket igényel-
ne, ami a hasznalatat a vektormennyiségekkel megfogalmazott aranyossag helyett rendkivil célszeritlenné teszi. Erre az eddigiekben nem tértiink ki, és
most sem részletezzilk, mert a sebesség helyes definialasa ennek a jegyzetnek nem célja, pusztan, mint az aranyossagra alapozott definiciok legismer-
tebbikét idéztuk tdbbszdr is.

— lgen elterjedt az a tévhit, amely szerint a vektorok komponensekre bontasat mindig egy ortogonalis bazisrendszer tengelyeire vonatkoz6an kell elvégezni.
Ez nem igy van, a tengelyként hasznalt iranyitott egyenesek tetszéleges helyzetben és tetszéleges szamban vehetdk fel (sokszor elegendé példaul csak
egyet felvenni), és mindegyikkel elkészithet6k a megfelel6 komponensek. Az viszont igaz, hogy sikbeli probléma esetén igy maximalisan két linearisan
fuggetlen egyenlethez juthatunk (két kilonb6z6 sikbeli tengelyt hasznalva), térbeli probléma esetén pedig maximalisan harom linearisan fiiggetlen egyen-
lethez (a harom szabadon valasztott tengely nem eshet egy sikba).

Vektor szorzasa skalarral

Ha 1 egy skalarmennyiség, a pedig egy vektor, akkor a Aa mennyiségen azt a vektort értjiik, amelynek nagysaga || a, iranya pedig a iranyaval megegyezé,
a Aay

ha 1> 0, és airanyaval ellentétes, ha 1 < 0. Az a ortogonalis komponenseivel kifejezve: ia=1| a, |=| Aa, |.
a, Aa,
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Vektor szorzasa vektorral (belsd, vagy skalaris szorzat)

Az a és b vektor ab-vel jeldlt skalaris szorzatan a kdvetkez6 skalarmennyiséget értjilk: ab = abcos «r, ahol o az a és b vektorok altal bezart szdg. Tekintettel
arra, hogy a-nak a b irdnyéra vetett vetiilete a, = acos «, a két vektor skalaris szorzata a vetiiletével is meghatarozhato, ab = a,b, és hasonléan b-nek a ira-
nyara vonatkoztatott vetiiletével is, ab = ab,. Bizonyithatd, hogy a két vektor skalaris szorzata ortogonalis komponenseikkel is kifejezhets a kdvetkezéképpen:

b,

X

ab=(a, a, a,) b |=ab+ab +a,b,
b,

Harom, nem egy sikba esé vektor sodrdsa

Az a, b, t nem egy sikba esé vektorokat a felsorolas sorrendjében jobbsodrdstinak mondjuk, ha t-vel szem-
benézve a-t 180°-nal kisebb, az éramutaté jarasaval ellentétes értelmii forgatassal lehet b iranyaba beforgatni
(ilyen az abran lathaté harom vektor), ellenkez6 esetben a vektorharmast balsodrdsunak nevezziik. Az elneve-
zés onnan szarmazik, hogy ilyen elrendezési a jobb-kéz hiuvelyk, mutatd és k6zépsé ujja is (a felsorolas sor-
rendjében). Kénnyen belathatd, hogy a sodrast a vektorok ciklikus cseréje nem valtoztatja meg, vagyis, ha a,
b, ¢ a felsorolas sorrendjében jobbsodrasu, akkor ugyancsak a felsorolas sorrendjében jobbsodrastak a b, ¢,
aésac, a, b vektorharmasok is.

Vektor szorzasa vektorral (kiils6, vagy vektorialis szorzat)
Az a és b vektor axb-vel jeldlt skalaris szorzatan azt a vektort értjiik, amely meréleges mind a-ra, mind b-re, mégpedig ugy, hogy az a, b, axb vektorok a
felsorolas sorrendjében jobbsodrasuak legyenek, nagysaga pedig: laxbl| = absin & (ahol & az a és b vektorok altal bezart szdg). Tekintettel arra, hogy a-nak
b-re meréleges vetiilete a, =asina a két vektor altal felfeszitett paralelogramma a ,alapjahoz” tartozé ,magassaga’, |ax bl a szoban forgd paralelogramma
Jerlleteként” is szemlélhetd, s igy igaz, hogy laxbl|= a, b=ab, . Bizonyithatd, hogy a két vektor vektoridlis szorzata ortogonalis komponenseikkel is kife-
i J k ab, —ahb,
jezhet6 a kdvetkezképpen: axb =|a, a, a,|=|ab-ab, |
by by b, axby_aybx

Determinans

n!
n sorba és n oszlopba rendezett, n’> darab mennyiséghez a kévetkezd médon rendelt egyetien mennyiség: Z(—l)r' & j 8,80, » ahol g j a k. sor j;. osz-
j=1 i
lopaban talalhatd mennyiség, j;, j,,. j, 8z 1,2,...n természetes szamok egy lehetséges felsorolasa (a j-edik), r; pedig az 1,2,..,n természetes szamok
its J2se-» Jn felsorolasaban eléforduld inverziék szama. Inverziordl akkor beszélink, ha a jj, j,,..., j, felsoroldsban egy elemet egy nala nagyobb eléz meg.
Példaul a 3,2,1 felsorolasban az inverziok szama 3 (mert az utols6 helyen all6 1-et a 3 is és a 2 is megel&zi, tovabba a 2-t is megeldzi a 3), igy az & ; &, , & ;

szorzatot negativ el&jellel kell az 6sszegzésben szerepeltetni a 3-3-as determinans kifejtésében, mert (-1 =-1. Az 1,2,...,n természetes szamok lehetséges
felsorolasainak szama n! (n-faktoridlis), ahol n!=1-2-3-....n .

Qg o . Gy

& Gy - A

Jelolés: - vagy utalasszerii, réviditett modon |al.

A1 dp - Gy
Mire valo6 a determinans?

Arra, hogy segitségével bar egyszer(, de a bonyolultsag latszatat keltéen hosszadalmas szamolasokat egyszeriibben, révidebben, formalisan végezhessink
el, jocskan csokkentve ezzel a hosszadalmas szamolas kdzben megndvekvd tévesztési lehetéséget. (Konkrét példat késébb a linearis egyenletrendszerek
megoldasanak bemutatasa kapcsan ismertetiink — I. Cramer-szabaly). Ahhoz hasonlé ez, mint amikor papiron, ceruzaval a keziinkben egyszeri formalis sza-
balyokat kdvetve osztunk, anélkll, hogy kitennénk magunkat az osztas miiveletének értelmezésére tdmaszkodd hosszadalmas eljaras kézben kénnyen elko-
vethetd hibaknak. Réviden fogalmazva arra vald, hogy bizonyos helyzetekben gyorsan, biztonsagosan eredményre vezet6 modon, automatizaltan szamol-
hassunk.

A determindansok kiszamoldsa

A leggyakrabban el&fordulé 2-2-es és 3-3-as determinansok kiszamolasa rendkivil egyszer(i, mechanikus muveletté tehet6 az un. Sarus-szabaly alkalma-
zasaval. Az n tényez8s szorzatok tényezdinek dsszeallitasat két Iépcsében végezzuk:

Az els6 sor elemeitdl balrél jobbra haladva minden Ujabb tényezd megallapitasahoz gy lépiink Ujabb sorba és oszlopba, hogy egy sorral Iéplink lefelé
és egy oszloppal jobbra, majd ha ekdzben az utolsé oszlopbdl mar nem tudunk tovabbhaladni, akkor az eggyel lentebbi sort az elsé oszlopban kezd-
juk. Az igy nyert szorzatokat az 6sszegzésben pozitiv el6jellel vesszik figyelembe. Az igy elBallitott elsé tag els6é tényezdje az elsd sor els6 eleme,
az utolso tag pedig az elsé sor utolso6 eleme.
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Az els6 sor elemeitdl jobbrél balra haladva minden Ujabb tényezd megallapitasahoz gy Iépiink Ujabb sorba és oszlopba, hogy egy sorral Iéplink lefelé
és egy oszloppal balra, majd ha ekdzben az elsé oszlopbdl mar nem tudunk tovabbhaladni, akkor az eggyel lentebbi sort az utols6 oszlopban kezd-
juk. Az igy nyert szorzatokat az 6sszegzésben negativ eléjellel vesszik figyelembe. Az igy elballitott elsé tag els6 tényezbje az elsd sor utolsé ele-
me, az utolso tag pedig az elsé sor elsé eleme.

A szabadly alkalmazasaval egy 2-2-es és egy 3-3-as determinans értéke a kdvetkezd:
; A, 3

a &,
a a.l Q128 | By 3= 123+ 38 TR ;3181783881 813338 ;.
b1 o
&y &y &
Aldeterminans

Az n-n-es determinans |, k-adik eleméhez tartozé aldeterminansanak hivjuk azt az (n—1)(n—1)-es determinanst, amely az n-n-es determinansbél a j. sor és
k. oszlop torlésével keletkezik.

A determindnsok sorok és oszlopok szerinti kifejtése

A ;| pedig a k. sor és |. oszlop

, ahol g ; az n-n-es determinans k. soranak j. eleme,

n .
Bizonyithatd, hogy az n-n-es determinans értéke Z(—l)”k ai|A
=

torlésével elballitott aldeterminans. Ezt az el6allitast a determinans k. sora szerinti kifejtésének hivjuk. Példaul:
a, &, a;

a a a,=a D, Q3 Q) H; Q| X,
b1 Qo d3|=3ay —d 3 .
a. a a &o 3 & &3 & &,
51 &y &3 —_

1A 1A 1A5]

) aj c|Aj.«|- ahol a;  az n-n-es determinans k. oszlopanak j. eleme, |A; , | pedig a k. oszlop és

n
A determinansok az oszlopaik szerint is kifejtheték: Z(—l
j=1

j. sor torlésével eléallitott aldeterminans. Ezt az el6allitast a determinans k. oszlopa szerinti kifejtésének hivjuk. Példaul:
a1 &, &3

a. a a-a &y B3 &, Q3 &, ;3
b1 o Xj3=3ay — 51 -
a. a a &, &3 &, &3 &y ;
51 &2 3 —_

1A 14 [Al

Matrix
n sorba és m oszlopba rendezett mennyiséghalmaz. (Hasonlé a determinanshoz, azzal a kildnbséggel, hogy a sorok és oszlopok egyenlé szama nincs meg-
kotve, tovabba, hogy szemben a determinanssal, a matrixhoz nem tartozik egy az elemekbdl eléallitott mennyiség.)

&y Ay - Am

a a o a
) b1 H2 2,
Jelblés: a=| ; .m .

an,l a2,n an,m
a,
Formalisan a vektor is tekintheté matrixnak (mégpedig egy 3-1 tipusinak), amelynek elemei a vektor ortogonalis komponensei: a=| a, |. Ennek alapjan szo-
aZ

kas az n sorbdl és 1 oszlopbdl allé matrixokat altalanosabb értelemben vett un. n dimenzids vektornak tekinteni.

Mire valé a matrix?

A matrixok szerepe egyrészt a vektorokéhoz hasonlo: segitségikkel tomor, slritett (tehat kdnnyen memorizalhatd) formaban fogalmazhaték meg olyan allita-
sok, amelyeket nélkulik csak sokkal 6sszetettebb alakban lehetne elmondani, masrészt a szerepik a determinansokéhoz is hasonl6 annyiban, hogy velik bi-
zonyos szamolasok formalizalt szabalyokba rendezhet6k, igy révidebbé, biztonsagosabba, attekinthetébbé tehetdk.
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Matrix szorzasa vektorral
Az m oszlopbdl allé matrix egy m sorbdl allé formalis vektorral szorozhato ssze, az eredmény egy 1xn-es matrix, vagy ami ugyanaz, egy n komponensi

m
z ay by
k=1

&y & - Qo b m
- Ay @, e &g || b Z a, by s . ) i e
formalis vektor: . . ; el . Az 1xn-es matrixokat abban (és csakis abban) az értelemben tekintjik vektoroknak, hogy
an,l a2,n an,m bm

m
Z an, by
k=1

formailag ugyanugy adhatok meg, mint a k6zdnséges (térbeli iranyt is hordozo) vektorok az ortogonalis komponenseikkel.

Linearis egyenletrendszerek megoldasa (Cramer-szabaly)
Bizonyithato, hogy az
QX Ta, Xt X, =Ny

By X +8y Xty Xy =by

8 X T, X Tt Xy =y
linearis inhomogén egyenletrendszer (= a (b,,bz,...,bh) elemek legalabb egyike nem nulla) akkor és csak akkor megoldhatd, s ha az egyenletrendszer de-
&, &, - G,

&, B, .. @& a;
terminansa, lla =| >' "2 >"| nem nulla, s hogy ekkor X :H, ahol |a; | az a determinans, amelyet az egyenletrendszer determinansabdl gy nye-
8 &n - 8y
b
rink, hogy a j. oszlopat a bz formalis vektor elemeivel felcseréljik.
b,

Fiiggvény

Lényegében egy hozzarendelés, amely a valtozo értelmezési tartomanyan belll minden valtozéértékhez egyetlen figgvényértéket rendel.
Egyvaltozoés: y= f (x) ezt skalar-skalar-fiiggvénynek is mondjuk.

Tobbvaltozos: y=f(x, y, z).

Ha (X, vy, z) egy vektor ortogonalis komponensei, akkor f(x, y, z)= f (F)-et skaldr-vektor-fliiggvénynek mondjuk.

Megjegyzés
A matematikai értelemben egzaktul fogalmazott definicié (ami a fentebb felvazolttal azonos tartalmat hordoz) szerint a fliggvény két halmaz direktszorzatan
értelmezett relacié. Ennek részletes kifejtésével most nem foglalkozunk, mert nincs ra sziikségiink.

Mire valé a fiiggvény?
Arra, hogy vele bizonyos mennyiségek kapcsolatat révid, egyértelmi és attekinthet®, — végil, de nem utols6 sorban — esetenként képi formaban adhassuk

meg. A képi megjelenités (pl. grafikon) sokszor egyetlen rapillantasra nyujtja azt az informaciémennyiséget, amit e-nélkil csak bonyodalmas elemzést igényld
formaban tudnank megfogalmazni!

f(x) B
Differencialhatésag P
Elegendden révid szakaszon minden olyan fiiggvény, amelynek a vizsgalt szakaszon nincs szakadasa vagy téréspontja, ko-
zelithet6 linearis fuggvénnyel, azaz a fuggvényérték megvaltozasa a valtozé megvaltozasaval (az elére megkivant pontossa- A ‘
gig) arédnyosnak tekintheté: Af (x)= f’(xO)Ax, ahol x, az a valtozéérték, amelynek koérnyezetében a fuggvény valtozasat \ ‘
vizsgaljuk. Az f’(xo)-lal jeldlt aranyossagi tényezét az f(x) fliggvény x, helyen vett differencialhdnyadosanak (= derivailt- ¥
janak) nevezzik.
Azokat a fliggvényeket, amelyeknek megvaltozasa az x, valtozéérték elegendben kicsiny kérnyezetében aranyosnak tekint-
hetd a valtozéérték megvaltozasaval, az x, pontban linedrisan approximalhatonak, vagy differencialhaténak mondjuk. f’(x0)>f’(x 1 )

Ha egy fliggvény az értelmezési tartomanya minden pontjaban differencialhatd (azaz minden valtozéértéknél talalhaté olyan
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linearis fliggvény, amely annak a helynek a kérnyezetében ,belesimul” a fliggvénybe), akkor Ujabb fliggvényt készithetlink, olymédon, hogy minden valtozoér-
tékhez hozzarendeljik a kdrnyezetében érvényes aranyos valtozas aranyossagi tényezdéjét. Az igy elkészitett Ujabb fliggvényt az eredeti figgvény differenci-
alhanyados filiggvényének (vagy derivaltianak) nevezzik.
L . i o ) o oL dF(X) df (%))
Az y=f(x) figgvény x, helyen vett differencialhanyadosanak jelSlésére a kovetkezé szimbolumokat hasznaljuk: ~ax | = .
X X
X=X,

= f'(x) =y, a differen-

cialhanyados-fliggvény jeldlésére pedig a = f'(x)=y' szimbdlumokat.

Megjegyzés
A gyakran hasznalatos fiiggvények differencialnanyados-fliggvényei matematika kdnyvekben, ill. kézikényvekben kénnyen megtalalhatok. Ezek és néhany

egyszer(, kénnyen belathaté differencialasi szabaly ismeretében Iényegében tetszéleges differencialhato fuggvény differencialhanyados-fuggvénye elballitha-
t6. A kovetkezdkben 6sszefoglaljuk a legfontosabb differencialasi szabalyokat:

Neve Derivalasa

konstansszoros fiigg- | d(cf (x) _cdf (x)
vény derivalasa. dx dx

ssszegfiiggveny deri- | 4(f () +g(x)) _df(x) N dg(x)
valasa dx dx dx

szorzatfiiggvény deri- | d(f (X)g(x)) _df(x) g(x)+ d i(X) (0

valasa dx dx X
fO)) df(x) dg(x) 1
Eér!ye’zld'osﬁjggvény d( g(x)j _ dx 900 dx f (X), specialisan ¢ f0)) 1 df(x
erivalasa ™ = gz ) ; Sp ax = 2(x) dx

kézvetett fiiggvény df(g) _df(xdg(®)
derivalasa dx dg(x) dx

-1
dy(x)Edf(x)’akkordx(y)Edf (y)_ 1
dx dx dy dy df(x)

dx

inverz fiiggvény deri- |ha y=f(x), és
valasa

Mire val6 a derivalt?
Arra, hogy egy-egy rovid szakaszon a viszonylag bonyolult figgvényt is egyszerl ardnyossadgkeént (linearis figgésként) szemlélhessuk:

Af (x) = f'(X))AX

vagyis arra, hogy segitségével kdbnnyen meghatarozhassuk a fliggvényérték olyan megvaltozasait, amelyek a valtozéértékek elegendéen kicsiny megvaltoza-
sahoz tartoznak.

Ebbdl a megfogalmazasbdl kitlinik, hogy a differencialnanyadost nem, mint egy elvont matematikai konstrukciot szemléljiik, aminek ,a geometriai jelentése” a
fuiggvénygorbéhez huzott érint6 iranytangense, hanem elsésorban, mint a fliggvények linearis kozelitésének hatékony eszkézét. (Bar ismerjik, és a maguk
helyén méltanyoljuk is az olyan jellegli matematikai ,finomsagokat”, mint pl. hogy léteznek az értelmezési tartomanyuk minden pontjaban folytonos, de egyet-
len pontban sem differencialhat6 fliggvények, az itt kiemelt szempontbdl azonban az ilyesmit nem tartjuk fontosnak, figyelminket ehelyett a ,rendesen visel-
ked®” figgveények linearis kozelithetéségére forditjuk.)

Integralhatésdg

Az f(x) fiiggvény [a, b] intervallumon bekodvetkez6 megvaltozasa nyilvanvaléan dsszerakhato az [a, b] intervallum Ax, szakaszain bekovetkez6 megvaltoza-
saibol: f(b)- f(a)=Af, +Af, +...+ Af,, ahol Af, az f(x) fliggvény Ax, szakaszon bekdvetkezé megvaltozasa (k=1,2,...,n). Ha Ax, elegendéen kicsiny, és az
f(x) flggvény az [a, b] intervallum minden pontjaban differencialhat6, akkor minden kicsiny Ax-hoz tartozé megvaltozas Af, = f’(xk)Axk alakban irhato,
ahol x a Ax, intervallum belsé pontja (célszerlien pl. a felezé pontja).

Osszefoglalva
f(b)— f(a)=Af +Af, +. .+ Af, = /() A% + /(% ) A% +...+ (X, ) AX,,
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ahol Ax,AX,,...,AX, az [a,b] intervallum egy felosztasa, X, %,,..., X, pedig a felosztas megfelel6 intervalluméaban felvett valtozoértékek. Ez az integralszami-
n

tds alaptétele, mas néven a Newton-Leibniz-tétel. Az f'(x )AX + /(X)) A%, +..+ '(x,)Ax, = D" /(% ) A, mennyiséget az f'(x) flggvény [a, b] interval-
k=1

lumra vonatkozé hatdrozott integraljanak nevezzuk.

n

b
Jeloles: £'(x)Ax + F'(%) A% +..+ F/(%,) A%, =Y /(%) A% Ejf’(x)dx.
a

k=1

n
Matematikai értelemben ez csak ugy teheté egyértékii hozzarendeléssé (fliggvénnyé), ha az Zf’(xk)Axk Osszegeknek a hatarértékét képezzuik:
k=1

b

n
{f (x)dx = Agrg()kz:‘; f'(x) A%, . A Newton—Leibniz-tétel igy az

_T f'(x)dx= f (b)- f(a)

alakba irhato, ahol f(x) az f'(x) fliggvény primitiv fiiggvénye (vagyis olyan fiiggvény, amelynek meredeksége minden pontban éppen f'(x)).

Megjegyzés

Mig a fuggvények differencialhanyados fliggvényét eléallitani a differencialhatésagnal tett megjegyzés szerint néhany egyszerii szabaly ismeretében rutinfel-
adatnak szamit, addig a primitivfliggvény megkeresése mar sokkal tdbb aprolékos ismeretet igényel, és sok esetben alkalmas intuicié nélkil el sem végezhe-
t6 (akkor sem, ha maga a hatarozott integral egyébként létezik). Igaz viszont, hogy az egyszer valahogyan ,megsejtett” primitivfliggvény alkalmassaga éppen
a derivalas kdnnyen elvégezhetéségébdl fakadéan mindig ellendrizhetd.

Alkalmas primitivfiggvény hianyaban (amikoris nem tudjuk alkalmazni a Newton—Leibniz-tételt) a hatarozott integralt a definicidjaban szereplé integralkézelité
0sszeg kiszamolasaval hatarozzuk meg. Bar ez az eljaras matematikai szempontbdl csak kdzelitésnek tekinthetd, mi az igy nyert eredményeket is teljes érté-
kinek tekintjik (I. a specialis tartomanyokon értelmezett integralok kiszamolasanal). Tovabbi nehézséget jelenthet az integralkdzelit§ Osszeggel vald
szamolasban az esetlegesen igen sok tagu dsszeg el6dllitasa és kezelése, ez azonban a szamitastechnika mai allapota szerint mar nem igazan jelenthet
problémat. igy aztan egyetlen valodi hatranyként az marad, hogy a primitivfiiggvény hianyaban nem tudjuk a hatarozott integralt mint az integralasi hatarok
fliggvényét szemlélni, amire gyakran sziikség lenne. Ezen Ugy szokas segiteni, hogy a kulonbozé integralasi hatarokkal a kozelité 6sszeg kiszamolasaval
meghatarozott értékekre (mint fliggvényértékekre) analitikus fliggvényt illesztiink (amelynek fliggetlen valtozéja az integralasi hatar). Az igy kapott kozelitések
— legalabbis abban a tartomanyban, amelyben az illesztést végeztiik — altalaban jél hasznalhatoé eredményeket szolgaltatnak.

Mire valo az integral?
Arra, hogy vele a valamely fliggvény értékeivel képzett f(xl)Ax1 + f(XQ)sz +..+ f (xn)Axn tipusu szorzat-6sszegekre vonatkozo allitasokat rovid, tomor és

egyértelm( formaban fogalmazhassuk meg, tovabba, hogy az ilyen jellegli szorzat-0sszegek értékét gyorsan és kdnnyen (lehetéleg hosszadalmas szamolas
nélkil) meghatarozhassuk. (L. még a specialis tartomanyokon értelmezett integralok kiszamolasanal tett megjegyzést!)

Toébbvaltozés fiiggvény differencidlhatésdaga
A tdbbvaltozés fluggvénybél a vizsgalatra éppen kiszemelt egyetlen valtozon tdliak atmeneti rogzitésével egyvaltozos fliggvényt készithetlink. Példaul:
df (X, yrﬁgz’ zrﬁgz)

3 mennyiség a megszokott modon értelmezhetd, az f(x, y, z) fiiggvény x-szerinti parcialis derivéltjanak
X

f(x)= f(x, Yivgz» Z,agz). igy a

X=X
nevezziik. Ertéke természetesen fiigg attol, hogy y-t és z-t mely értékeknél rogzitettiik.

df (X’ yrégz> Zri:}gz)
dx

_a(xy. 2)| _(%.%.2)

oX oX

Jelolés: ‘
X=x, X=X,

A fliggvény valamely (xo, Yo» Zy) pont kortili telies megvaltozasa ésszerakhato az egyes valtozok szerinti megvaltozasokbol::

A (xy,2)= o (%, %.2) . (X Yo, z)Ay+ A (xy.2),
OX oz

Ez formalisan két vektor skalarszorzatanak tekintheto:

af(xo’y’Z)Ax+5f(X’yO’Z)Ay+6f(X’y’ZO)AZ [6f(><;,y,2) of (X, Yo 2) af(x’;/’zo)](Ax,Ay,Az).
N

ox oy oz - x oy 0

AT

grad f(r)

Az f(x vy, z) figgvény (X%, Yo, Z) pontbeli parcidlis derivaltjaibol (mint komponensekbdl) képzett formalis vektort az f(x, y, z) fuggvény f, (%), Yo, Z) pont-
beli gradiensének nevezzik:
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of (%, ¥, 2)
OX

of (X Yo, 2)

— |

of (% ¥, 2)
0z

grad f (X, y, 2)=

Osszefoglalva

Af(F)=grad f (F)AF

Ez lényegében a A f (x)=f'(X)Ax egyvaltozds alak tébbvaltozds megfelelsje. Maga a gradiens is értelmezhet6 formalisan: mint egy formalis vektor és egy
skalarfliggvény skalaris szorzata:

of (%, Y. 2)
OX
of (%Y, 2 0 0 0
Mxw.2) ] — | T (% Y- 2).
oy ox oy oz
of (% ¥, 2)
0z
o o
OX ox
A % .komponensekkel” értelmezett formalis vektort nabla-vektomak nevezziik, és vy-val jeloljuk: v = % . Ezzel grad f (x, y, z)=Vf (x, Y, 2).
2 o
oz oz

Vektor-vektor-fiiggvény
Vektorhoz vektort rendel. Példaul tipikusan egy térbeli helyhez valamely vektort: F —v. Jelélés pl.: v(r), vagy altalanosabban: f(r).

Gorbementi integral
n
Az T (r) vektor-vektor-fiiggvénnyel elkészitett z f (rj)Arj Gsszeget a fliggvény gérbementi integraljanak nevezziik, ahol 1; a gorbe pontjain fut végig, Ar;

j=1
pedig az r; vektor kornyezetében a gorbébe simuld, a bejaras iranyaba mutaté vektor, amelynek nagysaga a gérbedarab hossza (elmozdulas).

n
Jelglés: [ T(r)dr = tim > f(r;)ar;.
G =1
Feliileti integral
n —_
Az f(r) vektor—vektor-fliggvénnyel elkészitett Z f(rj )E Gsszeget a fliggveny feliileti integralianak nevezziik, ahol T; a felllet pontjain fut végig, AA; pe-
j=1
dig az r; fellleti pont kdrnyezetében felvett fellletdarabra mer6leges vektor (feliiletnormalis), amelynek nagysaga a felliletdarab mértéke (feliiletvektor).

Jeldlés: [ T(r)dA= lim 3 f(r;)AA;.

F A

Az f(r) fliggvény valamely feliiletre vett integraljat az f vektor kérdéses felliletre vonatkozo fluxusanak is nevezziik.

Megallapodas
A vektor—vektor-fliggvények zart fellletre vett fluxusanak szamolasakor a felliletnormalist mindig kifelé iranyitjuk.
Térfogati integral
n
Az f(r ) skalar—vektor-fliggvény térfogati integraljan a Allimoz f (Fj)AVj Gsszeg hatarértékét értjik, ahol 1; a valasztott térfogat pontjain fut végig, AV; pedig
i j:]

az 1 pont kordl felvett térfogatelem.
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A gorbementi és a feliileti integral 6sszefiiggése (Stokes-tétel) .
Bizonyithato, hogy ha f(r) parcialis derivaltjai az F feliileten folytonosak, akkor dA -
$F(r)dr=[(vxf(r))da,
G F

ahol F a G zart gérbe altal felfeszitetett valamely fellilet, és dr-et a korabbi konvencikon tulmenden ugy kell iranyi-
tani, hogy dA a koruljarasi irannyal jobbcsavart alkosson (jobbsodrdsu legyen), V x f(r) pedig egy vektor—vektor- =

a(r)_at,(r) dr
oy oz

figgvény, amely a tér minden pontjahoz a kovetkezd vektort rendeli: , amit az f(f) vektor—vektor-

figgvény rotdcioéjanak hivunk, és rot f(r)-rel is jeldljuk.

Osszefoglalva

i j k oy oz
Arotf(r)=vxf(r)= ai % 52 = 61‘2 (") - 6f;(r) vektor—vektor-fliggvény bevezetésével a Stokes-tétel a
X z z X
f(r) fy(r) f(r) | ofy(r) _afu(r)
ox oy

alakba irhaté.

A térfogati és a feliileti integral 6sszefiiggése (Gauss—Osztrogradszkij-tétel)
Bizonyithato, hogy ha f (r) parcidlis derivaltjai a V térfogaton beliil folytonosak, akkor
$f(r)dr=[vf(r)da,
F \%
ahol V az F zart fellileten belll Iévé térfogat, Vf(r) pedig a nabla formalis vektorral képzett skalar—vektor-fliggvény, amely a tér minden pontjahoz a kdvetke-

r) of,(r r r) ot (r r . .
26 skalarértéket rendeli ag(r)+ (1) (1) p 2Mulr) O (F), a;(r) skalart az f(r) vektor divergencidjanak hivuk, és div f (¥)-rel jeldliik.
X z

oy 0z OX oy
Osszefoglalva
~ _ of, (r) of, (F) of, (F
Adivi(r)=vf(r)= g(r) + 23(/ )+ ;(r) skalar—skalar-fliggvény segitségével a Gauss—Osztrogradszkij-tétel a
X 4
¢ F(r)dA= [div F(r)dv
F V

alakba irhato.

A specialis tartomanyokon (gérbe mentén, feliileten, térfogaton) értelmezett integralok kiszamolasa a gyakorlatban

A gyakorlatban a specialis tartomanyokon vett integralokat nagyon gyakran elemi numerikus modszerekkel hatarozzuk meg. Ez azt jelenti, hogy nem kere-
slink szukségképpen az adott integrandushoz és integralasi tartomanyhoz illeszked® primitiv figgvényt, s igy az integralszamitas alaptételét sem alkalmaz-
hatjuk, hanem az integral értelmezéséhez visszanyulva, a kévetkezéképpen jarunk el:

— Felosztjuk az integralasi tartomanyt (a gorbét, a felliletet vagy a térfogatot) olyan kis tartomanyokra, amelyeken az integrandus konstansnak tekinthet®
(= relativ megvaltozasa a kicsiny tartomanyon belll elhanyagolhato), igy egy-egy ilyen tartomanyhoz egyértelmlen rendelhet6 az integrandus egy konk-
rét értéke

— Az integrandus egy-egy tartomanyhoz tartozé értékét az integralban meghatarozott médon (skalarral valé szorzasként, vektorok skalaris szorzasakeént,
vektorok kiilsé szorzataként) megszorozzuk a tartomany mértékével (pl. térfogattal, feliletvektorral, térfogatelemmel. Ezt a miiveletet az integralasi tarto-
many felosztasaban szereplé minden tartomanydarabon elvégezzik

— Az el6z6 Iépésben nyert szorzatokat 6sszegezzik, és az igy nyert értéket tekintjlik az integral értékének.

A gyakorlati problémak jelents részében elegend6 a fentebb részletezett felosztashoz 1, 2, ..., maximalisan 4, 5 résztartomanyt valasztani. Igaz, ahhoz, hogy
kevés résztartomannyal dolgozhassunk, célszerii az adott problémaban rejlé specialitdsokat (altalaban szimmetriakat) kihasznalni.
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Mindez tdmoren 6sszefoglalva annyit jelent, hogy az integral étékét azonosnak tekintjik az elegendéen részletes felosztashoz tartozé integralkozelité 6sszeg
értékével.

Megjegyzés

Bar matematikai szempontbdl az itt ismertetett eljaras semmiképpen sem tekintheté az integral kiszamitasi modjanak (hiszen a hataratmenet képzése nem
szerepel benne, s ennek vizsgalata nélkil még az sem biztos, hogy az igy elkészitett 6sszegek egyaltalan konvergensek-e, azaz, hogy matematikai értelem-
ben egyaltalan létezik-e a kiszamitani kivant integral), a gyakorlatban mégis batran alkalmazzuk, hiszen fizikai tartalommal altalaban az 6sszegzend6 szorza-
tok rendelkeznek, s ezért az integral kiszamitasat sokkal inkabb az elegendéen kicsiny tartomanyokra vonatkozé 8sszegzés kényelmes elvégzéséhez (és
egyaltalan megfogalmazasahoz) alkalmas segédeszkézként szemléljik, mintsem az ugymond ,pontos” eredményt meghatarozé matematikai eljarasként: An-
nak, hogy egy fesziltségmérd nem 1,4 V-ot, nem is 1,41 V-ot, de még csak nem is 1,4142 V-ot mutat, stb., hanem pontosan V2 v-ot, semmilyen konkrét fizi-
kai tartalmat nem tudunk tulajdonitani. Fogalmazhatunk ugy is, hogy nem az 1, 2, 3, ..., stb. értékes jegy pontossaggal elvégzett mérési eredményt tekintjik a
valésagot megtestesité analitikus szamolas kozelitésének, hanem éppen forditva, az analitikus szamolast tekintjliik a mérési eredmények kozelitésére alkal-
mas (és igen hatékony!) eszkéznek.

Hasonlé a helyzet a differencialassal kapcsolatban is. A fizikus, a mérnék szamara a konkrét, mérheté mennyiségek kiildnbségeként értelmezett differenciak,
ill. ezek hanyadosa bir konkrét tartalommal, a differencialhanyados ,csak” egy matematikai segédeszkdz (egy nagyon is ,kézbeill6” szerszam), amelynek se-
gitségével kdnnyen, szemléletesen, fiiggvényként tudjuk lattatni a kilénb6z6 valtozéértékek mellett képzett differenciahanyadosok értékét. Ennek megfelels-

en aztan a fizikusi, mérnoki szamitasokban példaul a ji% tipusu kifejezésekben batran egyszerisitink dr -rel, holott ez matematikai szempontbdl majdnem
r dx

log X

logy

szemben az el6bb elmondottak szellemében a differencialhanyadosokat tartalmazo kifejezésben a dr -rel valo egyszer(sités esetével). Es mikézben igy ja-

runk el, még csak azt sem tessziik hozza, amit a fizikus el6adasokon ilyenkor altalaban — tréfasan élcel6dve — mondani szokas, ti. hogy ,aztan a matematiku-

soknak el ne aruljak ezt”. Nem tartjuk titokban, és nem is tartjuk binds ,pongyolasagnak”, hogy a differencialnanyados éppugy, mint a hatarozott integral sza-

munkra — szemben a matematikusi megkozelitéssel — nem maga a vizsgalédas targya, hanem sokkal inkabb alkalmas eszkéze, amely segiti a tényleges
vizsgalati témara vonatkozé megallapitasaink attekinthetd, tomor formaban torténé megfogalmazasat.

akkora ,blinnek” szamit, mint a alaku kifejezésben log-gal egyszerisiteni (amit persze a fizikus és a mérnok sem tesz, mert hibas eredményhez vezet,

Fiiggvényegyenletek

A mennyiségekre vonatkozé allitisokhoz (mennyiségegyenletekhez) hasonléan a fliggvényekre is megfogalmazhatdk olyan allitdsok, amelyeknek nem min-
den fiiggvény felel meg. Példaul az f (x+c) = f (x) allitas (ahol f (x) a valdés szamok halmazan értelmezett fliggvény, x és c tetszéleges valds szamok) igaz
az f(x)=a (ahol a konstans) tipusu fiiggvények mindegyikére, de hamis az f (x) = ax+b alaku linearis fuggvényekre (ahol a és b konstansok). Magukat a
fuggvényekre megfogalmazott allitasokat fiiggvényegyenleteknek, azokat a fiiggvényeket pedig, amelyekkel az allitasok igaznak bizonyulnak, a fiuggveény-
egyenlet megoldasanak nevezzik. Szemben a jol megszokott algebrai egyenletekkel, a fliggvényegyenletek megoldasa tehat nem egy mennyiség, hanem
egy fuggvény! Tovabbi példak: az f (x)= f (—x) egyenletnek a megoldasait paros fliggvényeknek nevezziik (ilyenek példaul az f (x)= Acosx vagy az
f(x)=[x]), az f(x)=—f(-x) egyenlet megoldasait paratlan fiiggvénynek nevezziik (ilyenek példaul az f (x)= Asinx vagy az f (x)=ax a=0 fiiggvények).
Mint az el6bbi példakbdl lathatjuk, egy-egy fuggvényegyenletnek tdbb megoldasa is lehet. A fizika szaktudomanya szempontjabdl — és ezen belil a villamos-
sagtan keretében is — rendkivil fontosak azok a fliggvényegyenletek, amelyek a fliggvényeknek a derivaltjaival kapcsolatara vonatkozé allitasokat fogalmaz-

df(x)

nak meg. Példaul a =21 (x), ahol 1 #0 fiilggvényegyenletnek a megoldasa f (x) = Ae** + B, ahol A és B konstansok, A= 0. A fliggvényekkel és a de-

rivaltjaival megfogalmazott fliggvényegyenleteket differencialegyenleteknek nevezzik.

Mikdézben a mennyiségegyenletek megoldasara negyedfokuig bezardlag zart képlet adhato, a fliggvényegyenletek sokkal inkabb ,rejtvény jellegliek” mint
mondani szokas, a megoldas menete az, hogy ,addig nézziik, mig nem latjuk”. Természetesen létezik néhany alaptipus, amelyeknek megoldasat illik fejben
tartani. A megoldasi algoritmusok tulajdonképpen a kdzismert alaptipusokra valé visszavezetési lehetéségeket targyaljak.

Differencialegyenletek

A differencialegyenletek a fentebb ismertetettek szerint olyan fliggvényegyenletek, amelyek valamely fliggvény és annak derivaltjai k6z6tti kapcsolatot fogal-
maznak meg. Attdl fliggbéen, hogy a keresett fliggvény és derivaltjai melyik legmagasabb hatvanyon fordulnak elé az egyenletben beszéliink elsé-, mdsod-,
harmadfoku, stb. differencialegyenletrdl, aszerint pedig, hogy az egyenletben a keresett figgvény hanyadrendi derivaltjai fordulnak elé, els6-, masod-,
harmadrendii, stb. differencialegyenletekrél beszélink. A villamossagtani tanulmanyok szempontjabdl elegend6é néhany egyszer( alaptipus megoldasat
ismerni.

Elsé foku, elsé rendii differencialegyenlet

df(x)
dx

a +bf (x)+¢c=0, ahol a= 0, b= 0 és c tetszbleges valos konstansok

Elszor az egyenlet homogén részének megoldasat keressiik, mégpedig f (x) = Ae** alakban. E feltételezett megoldast a homogén egyenletbe visszahelyet-
tesitve: a Ale™ +bAe* =0. Ezt az egyenlSséget Ae**-szel végigosztva lathatjuk, hogy az egyenlet konstansainak ki kell elégiteniiik az ai+b=0 feltételt,
amibél 1 = —E. Az igy nyert al+b=0 algebrai egyenletet a differencialegyenlet karakterisztikus egyenletének nevezzik. A karakterisztikus egyenlet meg-

a

b
——X

oldasanak ismeretében a homogén differencialegyenlet altalanos megoldasat kénnyen felirhatjuk: f(x) = Ae @ + B, ahol A és B tetszéleges, Un. integrécios
konstansok.
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b b
——X —X
Az inhomogén egyenlet megoldasat a homogén egyenlet altalanos megoldasanak visszahelyettesitésével allithatjuk elé: —Ea Ac 2 +bAe 2 +bB+c=0 =
a

[N —)
0

b
—X
bB+c=0 = B= —%. Ezzel az inhomogén egyenlet megoldasa végiilis: f(x) = Ae 2 —%. Hogy ez valéban megoldas, arrél egyszer( visszahelyettesitéssel

gy6zédhetiink meg:

b
d[Ae axi] I
a— & plAca -2 |+c=0.
dx b
b L by
*zﬁ{Ae a bAe @ —}f%Jrc
Az A integracios konstans a konkrét feladat egy tovabbi konkrét feltétele, az Un. kezdeti feltétele, vagy hatarfeltétele alapjan hatarozhaté meg. Ez egy konk-
df(x) =% ¢C o)y
rét x-értékhez eldirja f(x) vagy T konkrét értékét, amibél A meghatarozhato: Ae 2 B f(%) = A=———2, ahol f(x) az x, valtozéértékhez
X e*;Xq
b 2% a f'(x) , . e .
tartozo fliggvényérték, illetve ——Ae 2~ = f'(x)) = A= S ahol f'(x)) az f(x) fliggvény derivaltjdnak x, valtozoértékhez tartozé értéke. A kezdet
a =%

e a
feltétel megnevezés abbdl szarmazik, hogy igen gyakori az ilyen tipusu idétél fliggé differencialegyenlet, amikoris altalaban f (t)-nek vagy f'(t)-nek a kezdeti
pillanathoz tartozo értéke ismert. Amikor pedig f (x) helytél fligg, az integraciés konstans meghatarozasara altalaban a fliggvény vagy derivaltjanak az integ-
ralasi tartomany hataran fennall6 értékébdl szokas kiindulni, ami magyarazza a hatarfeltétel megnevezést.

Elsé foku, masodrendii differencialegyenlet

d*f(x)
dx®
Most is az els6rend(i egyenlet megoldasanal megismert modszer szerint jarhatunk el. A homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete most masodfoku, igy al-
talaban két megoldésa van:

erdf(x)
dx

a +cf(x)+d =0, ahol a=0, b, ¢ és d tetszéleges valds konstansok

_ 2 _ _ /2 _ h2 _
a2’ +biec=0 = 4= N A g DIND A g ahol g = 6s p= Y22
2a 2a 2a 2a
Aszerint, hogy b? —4ac értéke poxzitiv, nulla, ill. negativ, harom kiilénbéz6 jellegli megoldashoz jutunk:

b* —4ac> 0
llyenkor g valds, s a megoldast f (x) = Ae(‘”ﬁ)" + Aze("’ﬁ)x + B alakban keresstik, ahol A, A, és B integracios konstansok. B most is az elsérendii egyenlet-
nél megismert modon, az inhomogén egyenletbe vald behelyettesitéssel hatarozhaté meg:
(a(a + )Y +b(a+pB)+ C)Ae(‘“ﬂ)x +(a(a —p) +b(a-p)+ C)P,e("”ﬁ)x +cB+d=0= B= 7%.
0 0

Ezzel a homogén egyenlet megoldasa: f(x) = Ael®" A%+ Aela P —9.
c

Differencialoperatorok

A korabbiakban lattuk, hogy a skalar—skalar-fliggvényekhez éppugy, mint a skalar—vektor- és a vektor—vektor-fliggvényekhez kiilonb6zd differencialasi eljara-
sokkal Ujabb fliggvényeket rendelhetiink, amelyek segitségével bizonyos allitasokat kdnnyebben (révidebben) tudunk megfogalmazni. Ezeket az eljarasokat
osszefoglalé néven differenciadloperatoroknak nevezzik:
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Neve Amire alkalmazhaté Jelblése Eredménye
d . . df(x)
differencialhanyados | egyvaltozds skalar—skalar-fv. &f(x) skalar—skalar-fv. o
parcidlis differencial- | oo Ef(x) skalar—vektor-fv. of (x)
hanyados OX OX
of (% Y.2)
OX
of (x,y,z
gradiens skalar—vektor-fv. grad f (X, Y, Z) vektor—vektor-fv. %
of (xy,2)
0z
= ) o (xy,z) of,(xy.2) of,(xy,z
divergencia vektor—vektor-fv. div f(xy,2) skalar—vektor-fv. X( )+ Y + 2 )
OX oy oz
o, (xy,2) o, (xy.2)
oy oz
~ of (% y,z) of,(xYy.z
rotacio vektor—vektor-fv. rot f(x,,2) vektor-vektor-fv. X(azy )_ Z(axy )
ﬁy(X,y,Z)iafx(x,y,z)
OX oy
) o’ f(xy,z) &*f(xyz) o*f .z
laplace skalar—vektor-fv. Af (x,y,2)=divgrad f (x,y, Z) | skalar-vektor-fv. Exzy )+ éyzy )+ ((3)z(;y )
0.

(Itt feltintettuk az eddigiekben még nem szerepl6 Un. Laplace-operatort (ejtsd: laplasz) is, ami a késébbiekben hasznosnak bizonyul majd.)

Komplex-aritmetika

Mikdzben a vektorok igen hatékonynak bizonyulnak az iranyfliggd mennyiségek targyaldsaban, léteznek olyan problémak is, amelyeknél kivanatos lenne,
hogy a négy alapmiivelet ne vezessen ki az operandusok halmazabdl, vagyis a vektorok halmazaban legyen additiv és multiplikativ egységelem, azaz létez-
zenek olyan vektorok, amelyekkel a+& = a (additiv egységvektor), és ag, = a (multiplikativ egységvektor). Az el6bbi a kézonséges vektormiiveletekkel is Ié-
tezik (ti. a nullvektor), a multiplikativ egységvektor azonban sem a belsészorzatra vonatkozéan, sem a kiilsé szorzatra vonatkozéan nem létezik (a belsészor-
zatra vonatkozdan eleve értelmetlen, mert annak az eredménye nem is vektor, a kils&szorzatra vonatkozéan pedig az értelmezésébdl fakaddéan nem létezhet
olyan g, vektor, amellyel axg, = a teljestine). igy aztan a multiplikativ egységelem hianyaban a szorzas inverze (az osztas) sem értelmezhets, vagyis a vek-
torok az 0sszeadassal és egyik szorzassal sem alkotnak un. testet (mint mondani szokas: vektorral nem lehet osztani).

Vezessunk most be egy olyan szorzasmiveletet, amely rendelkezik alkalmas egységelemmel is! Ehhez el6szor is megallapodunk abban, hogy sikbeli (két
komponensti) vektorokra értelmezziik, s hogy a vektorokat a szoban forgoé sikban felvett ortogonalis komponenseikkel adjuk meg (az 1 abszolutértékl bazis-
vektorokat a szokasnak megfelel6en jeldljiik i -vel és j-vel). Az Uj szorzasmiivelet értelmezéséhez vezessiik be a vektorok irdnyszégének fogalmat: az a
vektor iranyszoége az a forgasszdg, amellyel a i -t az 6ramutato jarasaval ellentétes forgasértelemben elforgatva parhuzamossa valik a-val. Eszerint i irany-

szége nulla (¢, =0), J-é pedig % ?; :% . Az iranysz8g segitségével az Uj szorzasmiiveletet a kdvetkezéképpen értelmezziik: ab egy olyan vektor, amely-
nek nagysaga ab (a két vektor nagysaganak szorzata), iranyszoge pedig a két vektor iranyszogének dsszege. Az igy értelmezett szorzasnak van egységele-
me, ugyanis az iménti értelmezésbdl fakaddan ai = a.

Mikdzben ez az ujabb szorzasmivelet értelemszerlien mas, mint a korabbiak, ezért jeldlésére egy ujabb muveleti jelet kellene bevezetniink, ehelyett, bar ész-
szer(tlen, de a tradicionalis utat kdvetve magukat azokat vektorokat fogjuk megkllénbéztetd modon jeldini, amelyekre nézve a tovabbra is hagyomanyosan
jelolt szorzasmiiveletet a most megadott modon értelmezziik. A vektorok ezen Ujabb jeldlése: A. Ennek megfeleléen jeldljik a tovabbiakban magukat a bazis-
vektorokat is (i és |), s igy barmely vektort a komponenseikkel kifejezve A=ai +bj alakban irhatjuk. ime néhany egyszerii (a kdvetkezkben hasznosnak bi-

zonyuld) példa az Gjonnan bevezetett szorzasértelmezésre és a bevezetett jeldlések hasznalatara: i> =ii =i (merti=1,és ¢ =0), j> = j=—i (mert j=1, és
;= %), =] (merti=1,¢és j=1, tovabba ¢ =0, és ; =§). Az elézéekben mar lattuk, hogy & = &, amit fogalmazhatunk Ggy is, hogy az i -vel valé szorzas

a vektort valtozatlanul hagyja, és kénnyen belathatjuk, hogy a j-vel vald szorzas pedig %-vel (az 6ramutato jarasaval ellentétes forgasértelemben) elforgatja

(mert j=1,és 9; = E). Hasonléan, az « iranyszogd, 1 abszolutértékil vektorral vald szorzas a szorzand6 o széggel valo elforgatasat eredményezi.

Az Ujonnan bevezetett jeldlések felhasznalasaval két vektor szorzatat a kdvetkezéképpen irhatjuk:
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AA, =(a1f+blj°)(a2f+b2f)=a1a2f2+blsz°2 +ij (ab; + a0 ) = (@, b, )i +(ab, +a)by) j,

ahol kihasznaltuk a disztributivitast, ami szintén megkivanandd ahhoz, hogy a vektorok az Gjonnan értelmezett szorzasmdivelettel testet alkossanak. Kénnyen
belathatjuk, hogy az igy kapott szorzat iranyszdge valoban a két tényez6 iranyszogének az 6sszege (ami lényegében annak bizonyitasat jelenti, hogy a diszt-
ributiv tulajdonsag az ujonnan definialt szorzasra az iranyszdgek vonatkozasaban valdban teljesul):

b, b
—atg ab, +ab —ate-2

g, T80,
PAA, g -
Qa, - blbz 1

; (
=atg =atg tg(¢~ +0; ))=¢% s
b Tl-tgp, tgp, ACTAITATTA

& &

ahol kihasznaltuk, hogy tg(a+ B) = %. Hasonléan kdnnyen lathatjuk be azt is, hogy a két vektor szorzatanak abszolutértéke a két tényezé abszolut-
—tgatg
értékének szorzata:

AR = (@2 -0k, (@b, +ah ) = a7 + B} - 23.a36; +aib] +albf + 2abyaty = \[a’ (a3 +b7) b7 (B} +a3) -
B @) @) = a0} =[A]lA] = A,

(ami lényegében — az iranyszogekre tett megallapitassal analég médon — annak belatasat jelenti, hogy a disztributiv tulajdonsag az Gjonnan definialt szorzas-
ra a vektorok abszolutértékének vonatkozasaban is teljesul).
A korabbi (,k6zdnséges értelemben” hasznalatos) vektorok bazisvektorokkal valé megadasara tobbféle irasmodot is hasznaltunk, példaul olyat is, amelyben

= . a - . p . C . . .
maguk a bazisvektorok meg sem jelentek. Példaul: A=ai +bj = (b] Itt a bazisvektorok feltlintetése, ill. a komponensek leirasanak specialis geometriai konfi-

guracioja (ti. hogy zarodjelben egymas ala irjuk 6ket) nem szolgal egyebet, mint hogy egyértelmiien beazonosithaté legyen, az egyes komponensek mely ten-
gelyekre vonatkozo vetiiletet jeldlik. Ez az egyértelmi beazonosithatdsag akkor is megmarad, ha a bazisvektoroknak csupan egyikét irjuk ki: pl. A=a+bj
(vagy A= ai +b), ekkor azonban meg kell allapodnunk abban, hogy az a+bj kifejezést nem egy skalar és egy vektor 6sszegeként értelmezziik (ami értelmet-
len lenne), hanem hogy a skalarként allé6 mennyiséget A-nak az i bazisvektorhoz tartozé ortogonalis komponenseként szemléljiik. llyenfajta megallapodast a
kézbénséges vektormliveletek témakdrében nem szokas tenni, mert kdnnyen félreértésre vezethetne. Ugyanakkor a testet alkoté vektormiiveletekkel hasznala-
tos vektorokat igen elterjedten szokas A= a-+bj alakban iri, ahol a | bazisvektorrol le szokas hagyni a vektorjellegre utalo jelet (egyébként helytelendil, ami
azonban altalaban nem vezet félreértéshez). Az ilyen médon hasznalatos vektoroknak nemcsak kilon jeldlésmadja, de kulén megnevezése is van komplex
szamoknak hivjuk 6ket. Ez a megnevezés részben logikatlan és félrevezetd (hiszen nem szamokrél, hanem vektorokrdl van szd), mas szempontbdl azonban
logikus, hiszen a szamtestekkel azonos tulajdonsagu objektumhalmazrél van sz6 (és ebben az értelemben joggal nevezheték ezek az objektumok is — ti.
ezek a vektorok — szamoknak). Az irasmodban mar meg sem jelenitett i bazisvektorhoz tartozé tengelyt valés tengelynek (redlis tengelynek), a j bazisvek-
torhoz tartozé tengelyt képzetes tengelynek (imagindrius tengelynek) nevezziik, az altaluk felfeszitett sikot komplex szamsiknak, magat a j bazisvektort
pedig imagindrius egységként is szokas emlegetni.

A most bevezetett szorzasmiveletre tekintettel célszeriinek latszik magukat a komplex szamokat olyan formaban irni, amelybdl ,automatikusan adédik” a
szorzas elvégzésének mikéntje -- amely alakra a mar j6l begyakorolt szamolasi azonossagok formalis alkalmazasa automatikusan a most definialt eljarast
implikalja. Mivel az azonos alapi szamok szorzasakor a kitev6k 6sszeadddnak, célszerlinek latszik az iranyszdgeket kitev6be irni: /31 = Ae”" és A2 = Azej“’z,

ahol A = ‘/—\
A,AQ = A,em Azej% = A%e“‘”‘“””. Kérdés legfelijebb mar csak az lehet, mit keres a kitevében az iranyszdg mellett az imaginarius egység, no és, hogy vajon
miért éppen e-t valasztottuk alapként. Az els6 kérdésre az a valasz, hogy e”-nek a valds kitevéjli hatvanyok értelmezése alapjan lenne hatarozott jelentése,
aminek azonban semmi kdze nincs a komplex szamokhoz, igy j szerepeltetése a kitevében tulajdonképpen arra vald, hogy a hatvanykifejezést értelmetlenné
tegye, s ezzel alkalmassa arra, hogy egy Uj dolog jeldléseként szemlélhessik (ti. a széban forgd komplex szam iranyszégének megadasaként), ami azonban
formailag emlékeztet arra, hogy az iranyszdgek a szorzasnal 6sszeadddnak. A formalis hatvanykifejezés alapjanak pedig azért valasztjuk e-t, mert igen gya-
kori, hogy komplex szamokat tartalmazé fliggvényeket differencialnunk kell, marpedig a legkényelmesebben differencialhaté exponencialis fliggvény éppen az
e alapu.

, ¢, pedig az A komplex szam iranyszdge, és hasonldan A, = ‘AZ , ¢, pedig A2 iranyszoge. Igy valéban szinte ,magatdl értetédének” tiinik, hogy

A komplex szamok most megismert jeldlési modjat Euler-féle irasmédnak nevezzik: a+bj = Ael?, ahol a korabban elmondottak szerint A=+a’ +b*, és
@ =atg 9

a
Szokas értelmezni az Re(a+ jb) = a fliggvényt, amely az argumentumaban szereplé komplex mennyiséghez annak valos (Redlis) részét rendeli, tovabba az

Im(a+bj)=b fliggvényt, amely az argumentumaban szereplé komplex mennyiséghez annak képzetes (Imaginarius) részét rendeli. Az Euler-féle irasméd
hasznalataval Re(Ae'?) = Acosg, és Im(Ae) = Asing.

Komplex szamok hdanyadosa

A szorzas inverz miveleteként definidljuk: két komplex szam hanyadosa az a komplex szam, amivel az osztét megszorozva az osztandét kapjuk eredményil.
A szorzasrél fentebb elmondottak ismeretében kdnnyen belathatjuk, hogy

A _ A A e

AZ Azeifl’: A

Komplex szamok hatvanya
A valés szamok hatvanyozasanak mintajara definialjuk, igy ha A= Ael?, akkor A* = A%I*?, ahol « tetszéleges valos szam.
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Komplex szamok gyoke
Mivel a komplex szamok hatvanyozasat tetsz6leges kitevével értelmeztik, a valds szamokra értelmezett gydkvonashoz hasonléan az 1-nél kisebb kitevdja

P
] ~ ; ~ i
hatvanyként mar a gyékvonast is értelmeztik. igy példaul, ha A= Ae'?, akkor JA=3ne 3.

Komplex konjugalt

Az A =a- jb komplex szamotaz A= a+ jb szam komplex konjugéltjanak nevezziik. Az Euler-féle irasméddal: ha A= Ael?  akkor A = Ae™1?.

A komplexszam abszolut-értékének viszonya a komplex konjugalttal
Ha A=Acl?, akkor VAA = [Ael” Ae1? —=\/A%/("?) — A Ha a komplex szamot A=a<+bj alakban adjuk meg, akkor is ugyanezt az eredmény kapjuk:

JAA = @+ ib)(a- b) =Val + b = VAT = A

Komplex mennyiségek

Lévén a komplex szamok tulajdonképpen vektorok (vagyis egy skalarmennyiség és egy irany dsszessége), segitséglkkel éppugy képezhetdk fizikai mennyi-
ségek, mint a ,kdzdnséges vektorok” esetében. Ezek csak abban kilénbdznek a kézénséges vektoroktol, hogy rajuk mas szorzas van értelmezve, mégpedig
a korabbiak szerint gy, hogy vele az osztas, tovabba a hatvanyozas és a gyokvonas is értelmezhet6. Mindez a hasznalatuk eltéré modjan tal azt is jelenti,
hogy hasznalatuk olyan esetekben is jelentds egyszerUsitést eredményezhet, amelyekben a ,kdzénséges vektorok” hasznalata nehézkes. Ugyanakkor ez for-
ditva is igaz: vannak olyan problémak, amelyek a komplex szamokkal csak igen problematikusan lennének kezelheték, de amelyek megoldasaban a kdzon-
séges vektorok igen hatékonynak bizonyulnak. Az el6bbire j6 példa a valtéaramu halézatok targyalasa, ahol a komplex mennyiségként (= alkalmas miveleti
sajatsagokkal felruhazott vektorként) értelmezett fesziltségek és aramok hasznalataval tesszik a problémakezelést igen egyszerlivé (mikdzben a k6zonsé-
ges értelemben hasznalt fesziltség- és aramvektorok erre a célra sokkal kevésbé bizonyulnak hatékonynak — éppen a vektorok szorzasanak mas maédon vald
értelmezése miatt), az utdbbira pedig a toltések altal keltett elektromos mez6 jellemzésére, ill. az aramok altal keltett magneses mez6 mennyiségi jellemzésé-
re alkalmas adatként definialt elektromos térerésség, ill. magneses indukcié hasznalata.

Megjegyzés
— Szokas a komplex szamokat oly médon bevezetni, hogy ilyeneknek nevezziik az a+bj alaki szamokat, ahol a és b valés szamok, j pedig definicio sze-
rint ~/=1. Ezutan be szokas bizonyitani, hogy az igy definialt ,szamok” szamtestet alkotnak. A korabban elmondottak szerint a I1ényeget illetéen mindez
rendben is van, éppen csak egy kicsit misztikus a dolog ,mirevalésaga”, elveszik benne a hasznalhatésag mikéntje, hiszen a fentebb részletezettekbdl vi-
lagosan kittinik, hogy j?-re nem —1, hanem — adédik!!! Mas kérdés, hogy éppen ennek alapjén ~—1 is ,szamként” értelmezhets: |-1-11 =1 és ¢_ . = 7,

igy ‘\/—Lf‘ =1, és vl % vagyis ¥-1-1 = |, ami kissé elnagyoltan ugy is interpretalhato, hogy J=1 egy 1 abszolutértékli szam, amelyet azonban egy

masik tengelyen kell mérnink, mint a —1-et (ti. az imaginarius tengelyen). Ezzel a megkdzelitési moéddal azonban éppen a dolog Iényege meriil homaly-

ba, ti. az, hogy a vektorokat a szamtesttel azonos tulajdonsaggal felruhazé szorzas értelmezésének kdvetkezményeként a negativ szambdl valé négyzet-

gy6kvonas semmi mast nem jelent, mint egy vektor iranyszdgének felezését, akarcsak minden mas esetben is. Ha ebbdl indulunk ki, ,kapasbol” tudunk
T

véalaszolni az olyan jellegli kérdésekre, hogy pl. mennyi \/T (nyilvanvaloan nggj , vagy még egyszeriibben e]4 )-

— Az a+bj alaki irasméd az egyértelmiien helyesebb, de terjeng6sebb (!) al +bj alaki irasmod helyett a komoly ellenérvet jelentd terjedelmesség mellett
feltehetéen arra vald hivatkozassal terjedt el, s valt szinte kizarélagossa, hogy az i -vel valé szorzas (Iévén i a multiplikativ egységelem) a szorzandét
,Ugyis valtozatlanul hagyja” (& = &), igy a vele valé szorzas feltiintetése akar el is hagyhatd. Ez azonban csak akkor igaz, ha a szorzandé vektor: az
al =a nemcsak hogy nem helyes, de értelmetlen is (hiszen egy vektornak egy skalarral valé egyenléségét allitia). Ugyanezen okbdl az a+bj alaku kife-
jezésben szerepld + jel nem tekinthetd az 6sszeadas miveleti jelének, sokkal inkabb a szdban forgd vektor ortogonalis komponenseit elvalaszté szimbo-
lumnak, ami teljes értékiien lehetne akar vesszd is (vagy ha ez a tizedes vesszére vald tekintettel esetleg félreérthetd lenne, akkor pl. pontos vessz6).
Ugyanakkor azonban a +-jel az elébbieknél hatékonyabban emlékeztet arra, hogy a vektorok komponenseivel ugy szamolhatunk, mint a kéttagu 6ssze-
gek tagjaival (vagyis, hogy a komplex-szamok rendelkeznek a disztributiv tulajdonsaggal). Hasonloan teszi ezt, mint ahogyan az ei? hatvany kitevéjében
szerepeltetett imaginarius egység értelmetlenné teszi magat a hatvanyozast, de alakjaval alkalmasan emlékeztet arra, hogy milyen miveletet kell végezni
az iranyszdgekkel.

— A szakirodalomban az imaginarius egységet tobbnyire nem j-vel, hanem i-vel jel6lik (az imaginarius sz6 kezddébetijére utalva). Ez nem keverend6 6ssze
az altalunk hasznalt két egységvektor koziil a valds tengelyt kijeldld i-vel. A villamossagtan témakdrében az imaginarius egység jeldlésére i helyett
(6sszhangban a mi jelléslinkkel) szinte kizarélagosan j-t hasznalnak, mert a témakoérben igen gyakran felbukkano i-vel jelolt aramerésséggel kevered-
ve kénnyen vezethetne félreértésekhez (kiilbndsen azzal a hallgatélagos megallapodassal tetézve, hogy az imaginarius egység vektorjellegét nem jelo-
lik).

Mire valok a komplex mennyiségek?

Arra, hogy segitséglikkel kdnnyen, egyszer(i és nagy részben mar amugy is ismert, jol begyakorolt formalis szamolasi szabalyokra tamaszkodva tudjunk ke-
zelni iranyitott mennyiségeket, kihasznalva, hogy a sikbeli vektorokat és a velik értelmezett miveleteket szamtest-tulajdonsagokkal kiegészitd szorzasi miive-

eme tulajdonsagat elsésorban a valtéaramu halézatok fazis- és amplitidé viszonyainak elemzésekor fogjuk kihasznalni.
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Elektromdgneses mezo

Elektromos mez6

Elektromos allapot, toltés

A leghétkdznapibb tapasztalatok egyike (Thales mar idészamitasunk el6tt 600 koril leirta), hogy bizonyos testeket megdorzsoélve olyan allapotba kertinek,
amelyben mas hasonlo testekre erét fejtenek ki. Ezt az allapotot esetenként mas szokatlan jelenségek is kisérik, példaul az ilyen allapotban levé testek k6zott
néha kisebb-nagyobb hanghatassal kisért szikra ugrik at. A testek ilyen allapotat a borostyanké (ami az ilyen tulajdonsagot mutaté testek egyike) goérég neve
utan (ekextpov) elektromos allapotnak nevezték el. Az emlitett tapasztalatok részletesebb vizsgalataval mennyiségi jellemz6t kereslink az elektromos alla-
pothoz. Bar torténetileg ez az un. fenomenologikus Uton tértént — vagyis pusztan az emlitett hatasok mennyiségi elemzése alapjan, anélkil tehat, hogy a kol-
csOnhatasok mogott meghuzédoé mikroszkopikus folyamatokra tekintettel lettek (lehettek) volna —, mi mar a mai anyagszerkezeti ismeretekre tamaszkodva ad-
juk meg az elektromos allapot és az elektromos kolcsdnhatas jellemzésére alkalmas mennyiségeket. Az ehhez elengedhetetlenil sziikséges anyagszerkezeti
ismeretek manapsag mar-mar kdznapi ismeretnek, az altalanos miiveltség szerves elemének tekinthetdék: Az anyagok atomokbdl éplinek fel, amelyek tovabbi
alkotokra tagolhatdk, ti. atommagra és az atommag kérnyezetében talalhato elektronokra. Az atomokban annyi darab elektron talalhaté, amennyi a kérdéses
atom rendszama a Mendelejev-féle periédusos tablaban, az atommagokban pedig ugyanennyi proton. (Bar az atommag sokkal bonyolultabb objektum, mint-
sem hogy protonokbdl és neutronokbodl egyszeriien ,6sszerakhatonak” gondolhassuk, a ra vonatkozé — itt most nem részletezett — természeti toérvények alap-
jan az elektromos koélcsdnhatas vizsgalatakor batran hasznalhatjuk ezt a képet.)

A makroszkopikus testek elektromos allapota mindig a benne talalhaté atomok fentebb ismertetett, in. semleges allapotanak felbomlasaval kapcsolatos: az
atom a rendszama altal meghatarozott szamu elektronbdl néhanyat elveszit, vagy azokhoz néhany ,feleslegeset” befogad. Ezt sokszor nem az egyes atomok
teszik, hanem valamely nagyobb egységbe szervez6d6 atomok egylttese (molekula, kristalyracs — amikoris nincs értelme firtatni, hogy a hianyzé elektron
pontosan melyik atombdl hianyzik, vagy a tébblet-elektront pontosan melyik atom fogadta be), ami azonban mit sem valtoztat azon, hogy egy makroszkopikus
test esetében beszélhessiink a benne egyiittesen talalhaté protonok szamanak (= az atomok rendszamanak 0sszege) és az elektronok szamanak egyenlésé-
gérél (= elektromosan semleges allapot), vagy éppen egyenlétlenségérdl (= elektromosan toltétt dllapot). Az elektromos allapot e kvalitativ definicidja
igen kézenfekvé médon tehetd kvantitativva, azt kell csak meghataroznunk, hogy hany darab elektron hianyat vagy tébbletét tekintjik egységnyi téltésnek: a

6,25-10%° db proton-tébblettel rendelkezd testet 1 C (coulomb) téltésiinek mondjuk.

Megjegyzés

— A toltést csak ritkan mérjik kdzvetlenil e definiciéra tamaszkodva, vagyis a protonok és az elektronok kdzvetlen leszamlalasa alapjan. Ez a tény azonban
nem rontja e definicié hasznalhatésagat: az egyéb mennyiségek egységét rogzitd definicidkat is ritkdn hasznaljuk a kézvetlen gyakorlatban. Nem szokas
példaul a tdbmeget a szén 12-es izotopjanak parkdlcsdnhatasban bekdvetkezé sebességvaltozasait vizsgalva mérni, és villamossagtan témakoréhez ko-
zelebb es6 aramerésséget sem a végtelen hosszlsagu egyenes vezet6 kdrnyezetében fellépd er6hatasok kdzvetlen vizsgalata alapjan mérjik.

— A toltés itt megadott egysége dsszhangban all a téltés un. SI (nemzetkdzi megallapodassal régzitett mértékegységrendszer) egységével, de nem azonos
vele. A toltés S| mérési utasitasa szerint 1 C az a téltésmennyiség, amit 1 A er6sségii aram 1s alatt szallit (I. késébb az aramvezetére haté erd targyala-
sanal!). Az altalunk megadott téltésdefiniciét nem a toltés mérési utasitdsanak, hanem un. fogalmi definiciéjanak tekintjuk.

Elektromos mez6

Amikor a toltott testre (mas toltott test kérnyezetében) eré hat, valoban nem ér hozza semmi? Ez a mechanikai kélcsénhatasokon nevelkedett szemléletiink
szamara legalabbis szokatlan. A kérdésre adandé valasz els6 sorban attél fligg, mit neveziink valaminek! Egyszeriibb, rendezettebb (Ugy is mondhatjuk: iga-
zabb) vilagképet alakithatunk ki, ha ezt a jelenséget ugy értelmezziik, hogy a toltott test (amelyre az eré hat) helyén van valami, ami hozzaér (ugy fejt ki ra
erét): elektromos mezé. Az elektromos mezé anyagi objektum: késébb ki fog derllni, hogy tdmege, energiaja van, ,tud” az egyik helyrél a masikra ,menni”,
mint a k6zénséges testek (bar ezt masképpen teszi, mint azok). Ugyanakkor kulénbdzik is azoktol: nincs hatarozott térfogata (még annyira sem, mint a ga-
zoknak), nem tapinthaté (bar helyesebb azt mondani, hogy ,tapintasa” mas jellegli érzetet kelt, mint az atomos testeké), stb. Az elektromos mezének is van-
nak azonban jellemz6 adatai (éppugy, mint az atomos testeknek), melyek kozll a legfontosabbat a kdvetkez&ben ismertetjuk.

Elektromos térer6sség

Mint mar emlitettlik, a toltott testek kornyezetében mas toltétt testekre eré hat. Figyelmiinket most arra testre forditva, amelyre az er6é hat (Gn. prébatéltés),
konkrét mérésekkel megallapithatjuk, hogy ugyanazon prébatdltést kilonb6zd helyeken vizsgalva mas és mas erét (mas-mas nagysagut, és altalaban mas-
mas iranyut) tapasztalunk, vagyis ez az eré fiigg a helytél, F = F(F). Masrészt egyetlen helyen mas-mas probatéltést vizsgalva azt tapasztaljuk, hogy ez az
er6 flgg a probatest toltésétdl, F = F(q) (ahol q a prébatest toltése), mégpedig azzal aranyos. E két tapasztalatot 6sszefoglalva irhatjuk, hogy

F=E(r)q

Ez az elektromos mezé erétérvénye. Az E-vel jeldlt aranyossagi tényezd az elektromos mezét jellemzi az F helyvektoru pontban, elektromos térerésség-

nek nevezziik, Sl egysége definici6jabol kiolvashatéan: [E] = %

Az elektronfelesleggel rendelkez6 testre ugyanakkora, de ellenkezd iranyu eré hat, mint az ugyanannyi protonfelesleggel rendelkezé testre: a toltés elGjeles
mennyiség — definicié szerint a protonfelesleggel rendelkezé test toltését tekintjlik pozitivnak, az elektronfelesleggel rendelkezéét pedig negativnak.
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A toéltésmegmaradas torvénye

Zart rendszer 6ssztoltése allando. Ez a tapasztalat a korabban adott toltésfogalom alapjan szinte magatol értetédden teljesil — ha feltételezzik, hogy testek-
ben a protonok és az elektronok szama csak ugy valtozhat meg, hogy ezek a részecskék a vizsgalt testbdl kilépnek, vagy egy masik testrél atlépnek a vizsgalt
testre.

Megjegyzés

Léteznek olyan folyamatok is, amelyekben a protonok, ill. az elektronok szama zart rendszerben is megvaltozik, de ezek kiviil esnek a villamossagtan vizsga-
l6dasainak teriiletén (a részecskefizika teriiletére esnek) — ezért is hasznalhatjuk batran a fentebb megadott téltésdefiniciot. A téltésmegmaradas azonban
ezekben a folyamatokban is teljesll, vagyis ilyenkor az ,elveszni” latszé részecskék helyett olyan ujabbak jelennek meg, amelyek ugyanolyan elektromos tu-
lajdonsaggal rendelkeznek, mint a protonok és az elektronok, ami azt jelenti, hogy a megadott toltésdefinicid ezekre az esetekre is fenntarthatd, csak tovabbi
kiegészitéseket igényel, amit mi itt nem teszlink meg, mert nincs ra sziikségunk.

Elektromos tér
Mint lattuk, az elektromos mez& minden pontjahoz hozzarendelhetd a mezét az adott pontban jellemzé térerésség: r — E(F). Ez a hozzarendelés egy vektor—

vektor-fliggvény, s mint ilyen matematikai fogalom, amit vektortémek neveznek, az elektromos mez6hdz rendelt vektorteret (az E = E(F) hozzarendelést)
pedig elektromos témek.

Megjegyzés
— Mint a most megadott definiciobdl kitlinik, a megnevezésekben is megkuldonbdztetjik az anyagi objektumot (amit elektromos mezének nevezink), és az
objektumot jellemz8, mennyiségileg leir6 matematikai fogalmat (amit elektromos térnek neveziink). Jol érzékelteti a két fogalom kdzotti kiilonbséget az,
hogy az aramlastanban hasznalatos sebességtér is vektortér, ami azonban nem tartozik semmiféle ,sebességmez6hdz”, mert az az anyagi objektum,
aminek a jellemzésére a sebességteret hasznaljuk, maga az aramlé kézeg.

— Az elektromos mez6 és az elektromos tér fogalmat a szakirodalom nagy része szinonim értelemben hasznalja — esetenként Ugy, hogy mindkét fogalmat
minden eléfordulé esetben ugyanazzal az egy megnevezéssel illeti —, ezzel azonban elveszti a fentebb ismertetett két fogalom tiszta, egyszerlii megku-
16nboztethetéségének nagyon is kézenfekvo lehetéségét.

Mi kelti az elektromos mez6t?

A korabban elemzett tapasztalatokat most mar ugy is fogalmazhatjuk, hogy a toltétt testeket elektromos mez6 Ovezi. A mez6 szerkezete a toltéseloszlastol
figg (vagyis attél, hogy az egyes helyek kis kdrnyezetében mennyi téltés talalhatd). Gyakori, hogy egy-egy hely kérnyezetében a toltés aranyos a térfogattal:

dQ=pdV. A p-val jeldlt aranyossagi tényez6t térfogati téltéssiiriiségnek nevezziik, S| egysége a definiciéjabol kiolvashatdan: [p] = % = % Ha a toltés-
m
s(irliség a vizsgalt problémaban elhanyagolhatdan kis térfogatban koncentralodik, ponttéltésrél beszélink. Ez a lehetd legegyszeriibb toltéseloszlas (fikcid):
toltése van, hataresetként tekintve kiterjedése nincs (a problémaban szerepl6 egyéb geometriai adatok mellett a t6ltott test kiterjedésére jellemz6 adatok el-
hanyagolhatéan kicsik). Bar a t6ltések mindig véges térfogatot foglalnak el (a téltésdefinicio szerint jelenlétik altalaban atomok jelenlétével kapcsolatos), gya-
kori, hogy valamely hely kérnyezetében megjelend toltés valamilyen felllettel aranyos. Példaul egy konstans térfogati toltéssiiriségl lemez A fellletl darab-
jan Q=pV = pbﬁ= £D A=nA toltés van, ahol h a lemez vastagsaga, az r7-val jeldlt aranyossagi tényezét pedig feliileti toltéssiiriiségnek nevezzik. A felu-
\%

n

leti toltéssliriség S| egysége a definiciojabdl (dQ = ndA) kdvetkezéen [n7] = % = % Hasonléan szokds vonalmenti toltéssiiriiségrol is beszélni, ti. amikor
m
a toltés egy vonalszakasz hosszaval aranyos: dQ=Ad¢. Példaul egy p térfogati toltéssirliségli, A keresztmetszetli huzal d¢ hosszUsagu szakaszan
dQ = pdV = p Adl = pAdl = AdL. A A-val jel6lt vonalmenti toltéssiiriiség S| egysége a definiciojabol kdvetkezden [1] = % = g.
& : m

Ponttoltés elektromos mezdje

Tapasztalatok
» A mez6 szerkezete gdmbszimmetrikus:
— azonos tavolsagban ugyanakkora a térer6sség: E=E(r).

— atérerésség radialis irany: E|r. A pozitiv ponttoltéstdl elfelé mutat.
> A mez6t kelté toltéstdl tavolodva a térerésség csokken, mégpedig négyzetesen: E ~ Lz
r
» A térer6sség a forrastest toltésével aranyos: E ~ q.

A harom tapasztalatot 8sszefoglalva: E(r) ~ % és EMr,hag>0=EMr; ETNr, hag<o0.
r

Egyetlen képletben:

E(r) ~ %r < E(r)= kL r
r r
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N m?
2

Ez az elektromos mezé forrdstérvénye. A k-val jeldlt aranyossagi tényezé neve: Coulomb-allando, értéke: k =9-10°

Kovetkezmény
A ¢ ponttéltés altal a g, ponttéltésre kifejtett eré: F = Eq, = kql—?zr ,ahol I' a g-tél g,-h6z mutatd helyvektor (Coulomb-térvény). Tovabbi kbvetkezmény a ko-
r

vetkezékben targyalt Gauss-térvény.

Gauss-térvény

Feladat
Vegylnk korbe egy ponttdltést egy gombfelllettel, ugy, hogy a ponttdltés a gémb kdzéppontjaba essen! Szamoljuk ki a térerésség fluxusat a gémbfeliletre!

Megoldas
Kihasznaljuk a feladatban rejl6 szimmetria-tulajdonsagokat:
» a fellilet minden pontja azonos tavolsagra van a toltéstél, igy E(F) a felilet minden pontjaban
q
k

=2 nagysagu.
> E afellilet minden pontjaban L a feliiletre = E, =E.

igy a fluxus: @ =EA= k%4r27r =4k q, vagyis fuggetlen a gdmb méretétdl (csak a toltéstdl fligg, amit a
r

gOmb korulvesz). Vajon, ha mas alaku felllettel vennénk korbe, akkor is igy lenne?

B 72/[/[ g ) n 1 72/[ V4 “in B
i)EdAfc.fEndAflz[krzpesﬁr di‘fsdwimfg .([kq 9dpd9=
& dA
~—kafoos 8]} [o];" =ka(1-(-1))(27-0) =akra=—a.
Osszefoglalva
JE(NTA=L[p(Nav o divE(r)=—p(r)
- &0y &y

A

ahol F a V térfogatot hatarol6 zart feliilet, és div E jelentése: divE = ai E, +§ E, +§ E,=VE.
X z

Ezt az 6sszefliggést Il. Maxwell-torvényként, vagy Gauss-térvényként is szokas emlegetni. Mint lattuk, ez a forrastdrvény kdzvetlen kdvetkezménye. Hason-
16 (de forditott) gondolatmenettel belathatd, hogy belble kdvetkezik a forrastdrvény, vagyis ez a forrastdrvénnyel ekvivalens allitas.

Megjegyzés N
— A mechanikai feladatok megoldasat altalaban azzal kezdjik, hogy a benniik szerepld kiskocsit, lejtét, terhet, csigat . ™\
stb. lerajzoljuk, majd a rajz segitségével elemezziik a feladat szerinti viszonyokat. Joggal merul fel a kérdés, képsze- \\\
rivé lehet-e tenni, le lehet-e rajzolni az elektromos mezét. Nehézséget jelent, hogy az elektromos mezének — minta ~~-_ _ <0\
mez6knek altalaban — nincs hatarozott alakja, s6t hatarozott térfogata sem. Ugyanakkor pontrél-pontra jol szemléltet- T
hetd jellemzdje van, ti. a térer6sség. Ezeket elegendd sirliséggel megrajzolva egy térképszer( abrat kapunk, amelyen -

kibontakozik szemunk elétt az elektromos mez6 szerkezete. - \\

_ /] VN
Az ilyen jellegli térképek” rendkiviil szemléletesek, megrajzolasuk azonban (a sok-sok apro nyilacska miatt) faradsa- -~ //,/ f \\\\\
gos. Sokszor elegendd, ha csupan a térerésség iranyat adjuk meg az abran pontrél-pontra, olyan médon, vonalakkal, P / l \ NN
amelyek érint6je minden pontban az ottani térer6sséggel parhuzamos. Ha e vonalakat iranyitassal is ellatjuk, kiolvas- A [ A
hatjuk bel6lik nemcsak a térer6sség allasat, de iranyat is. Az igy megrajzolt vonalakat a mez6 erévonalainak nevez- ’ H : \ A
ziuk.

A forrastorvénybdl kiolvashatjuk, hogy a ponttdltés elektromos téreréssége a tavolsag négyzetével aranyosan csdkken. Mivel az ugyanazon térszéghéz
tartozé felllet viszont a tavolsag négyzetével aranyosan né, a felllet és a térer6sség szorzata konstans. (Tulajdonképpen ezt az allitast fogalmazza meg
a Gauss-torvény.) A térszdget is szemléletessé tehetjiik a térszdg ,csucsabdl” inditott, a térszdget sepriiszerlen kitolt6é félegyenesekkel. Ezek fellleti ,sU-
risége” (az a mennyiség, amelyet a felllettel megszorozva megkapjuk a felliletet atd6f6 félegyenesek szamat) — éppen a térszdg értelmezése szerint! —
pontosan ugy viselkedik, mint az elektromos térer6sség: a felllet és a térszdget szemléltets félegyenesek fellleti ,slrliségének” a szorzata konstans. Ké-
zenfekvOnek latszik ez alapjan a térszdg csucsat az elektromos mezd forrdsahoz helyezni, és azt mondani, hogy ahanyszor kisebbnek latjuk a forrastol
tavolodva a térszdget szemléltetd félegyenesek fellleti siriségét, éppen annyiszor kisebb azon a helyen az elektromos térerésség is. Az elmondottak
szerint a térer6sség-fluxus és a térszoget szemléltets félegyenesek fluxusa egyarant a térszoggel aranyos (és egyik sem fligg a tavolsagtdl), igy ezek
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M = N vagyis a térer6sség egy-

[n]LmZI “darab C’
ségével egyenld. (n a térszdget szemléltetd félegyenesek fellleti strlisége.)

Mikézben az itt bemutatott aranyossag az alkalmasan megrajzolt erévonal-siirliség fluxusa és a térerésség fluxusa kozott igen szemléletessé (képszerii-
vé!) teheti a térer6sség nagysaganak térbeli alakulasat, alkalmazasaban problémaként jelentkezik, hogy az el6bbi (értelmezésébdl fakaddan) a térszdg
szakadasos (Iépcsés) fliggvénye, az utébbi pedig folytonos: a térszéget ndvelve a térszdg altal kijelolt feliletet atmetsz6 félegyenesek szama egy darabig

N
C

egymassal is aranyosak. Az aranyossagi tényez6 Sl egysége a két mennyiség értelmezésébdl adéddan:

valtozatlan marad, majd ugrasszeriien né (ti. mindig 1-gyel), a térerésség fluxusa viszont a térszog folytonos fliggvénye: d®¢ = in—Q. Ennek fényében
& 4r

ezt az aranyossagot szigorian véve csak egy-egy konkrét térszogre nézve fogalmazhatjuk meg, mert kiildnben az aranyossagi tényez6 maga is fligg a
térszogtdl, vagyis a fliggvénykapcsolat Ilényegében nem fogalmazhaté meg aranyossagként. Az ebbdl fakadd nehézségek annal kisebbek, minél nagyobb
az 6nkényesen valaszthato erévonal-siriiség (ti. annal kisebb az el6bb ismertetett 1épcsds fliggvény lépéskdze: ,madartaviatbol” mar-mar linearis fugg-
vényként szemlélhetd), teljesen azonban csak akkor szlinnek meg, ha az erévonal-siriiséget hataresetként végtelennek tekintjiik, amikor viszont szerte-
foszlanak a szemléletes kép altal biztositott elényodk.

— Igen elterjedt szokas a fentebb bemutatott aranyossagot (az erévonalak definicidjaként) ugy megfogalmazni, hogy ,az erévonalak érintéje minden pont-
ban a térer6sség iranyaba mutat, és olyan siriséggel rajzoljuk meg 6ket, hogy egységnyi, a térer6sségre meréleges fellleten annyi haladjon at, amennyi
ott a térerésség nagysaga”. Ez a ,definicid” az aranyossag megfogalmazasanak szinte minden lehetséges hibajaval terhelt:

— Az er6vonal-fluxus (= a fellletet metsz6 erévonalak szama) nem lehet a térer6sséggel egyenld, mert a fluxus értelmezésébdl fakaddan integralis
mennyiség (kiterjedt fellletre vonatkoztatott), a térer6sség viszont differencialis (pontbeli tulajdonsag);

— Az el6bbi megallapitas szerint az erévonalak szamanak és a térer6sség nagysaganak kapcsolatba allitasa helyett helyesebb lenne az erévonalak

szamat (az erévonal-fluxust) a térer6sség fluxusaval kapcsolatba allitani. Ekkor sem mondhatjuk azonban, hogy az erévonalak szama egyenld a tér-
2

er@sség fluxusaval, mert az elébbi egysége ,darab” (ami a fizikaban jellegtelen mennyiséget jelent), az utobbié viszont Nm

Ezt a problémat — mint masutt sem — itt sem lehet azzal a megjegyzéssel feloldani, hogy ,csak a szamértékik egyenld”: az 52 nak semmivel sincs tSbb
s

kdéze az 5 N-hoz, mint a 10 N-hoz. Ha viszont valahanyszor egy eré nagysaga 3 N-nak, 5 N-nak, 10 N-nak, stb. adodik, mindannyiszor egy sebesség
m

3E-nak, SE-nak, IOE-nak, stb. bizonyul, akkor e kapcsolat helyes megfogalmazasa az, hogy v=«aF, ahol a =1§ (és semmi esetre sem az, hogy a
S S S

két mennyiség ,szamértéke” egyenld)! Igy aztan ez a megallapitas akkor is hasznalhaté marad, ha a sebességet alkalmasint nem E-ban, vagy ha az
S

er6t nem N-ban mérjik, amikor a mér6szamok meglehetésen esetleges egyenlésége nem all fenn. Mellesleg alkalmasan valasztott mértékegységek
hasznalataval minden aranyossagnal beszélhetnénk arrél, hogy az egymassal aranyos mennyiségek mérészamai egyenlék. Mondhatnank példaul, hogy
az Ohm-torvény szerint a kétpoluson esé fesziltség mérészama egyenld a rajta atfolyd aram mérészamaval. De ilyesmit mondani nem szokas, mar csak
azért sem, mert a kilénbdzé ohmos tagokon mindig Ujabb és Ujabb egységvalasztasra lenne szikség — éppugy, mint ahogyan az erévonal-siriséggel

megfogalmazott allitasnal is minden téltéshez mas és mas léptéket szokas valasztani (mar csak azért is, mert a gyakorlati problémak nagy részénél a %-

ban mért térer6sség mérészama 1-nél kisebb, vagyis a definiciot sz6 szerint véve egyetlen erévonalat sem kellene rajzolnunk);
— Nem vilagos, mit jelent az ,egységnyi felllet” (ennek részletes kifejtését lasd az aranyossagra alapozott definicioknal tett megjegyzésnél).

Osszegzésképpen megallapithatjuk, hogy az erévonal-kép a mez6 szerkezetének szemléltetésére igen hatékonyan alkalmazhaté, ugyanakkor a mennyi-
ségi megallapitasok megfogalmazasara az erévonal-siirliség és az erévonal-szam helyett sokkal alkalmasabb mennyiség a térer6sség és a fluxus. Nem

szerencsés példaul a Gauss-térvényt abban a formaban fogalmazni, hogy a téltétt testbdl LQ =47k Q darab erévonal indul ki (egyrészt mert 47k Q nem
€y

jellegtelen mennyiség, masrészt altalaban nem is egész szam, ...). Hasonléan nem szerencsés a polarizalédott dielektrikum belsejében uralkodé kisebb

térer6sséget azzal indokolni, hogy a dielektrikum felé tartd erévonalak egy része a dielektrikum feluletén felhalmozédé polarizacios toltéseken ,végz6dik.

(Részletesebben lasd majd a polarizacio targyalasanal.) Ugyanakkor viszont az elektrosztatikus mez6é drvénymentességének helyes, képszerli megfo-

galmazasa az, hogy az elektrosztatikus mez6ben nincsenek énmagukba zarédé erévonalak.

— Az er6vonalkép elterjedtsége, ,sikeressége” — a vele megfogalmazott mennyiségi allitasok teljesen felesleges alproblémakat felveté nehézseégei ellenére
— nagy részben annak kdszonhetd, hogy létezik ,kisérlet” az er6vonalak kimutatasara. (A kisérlet szét azért tettuk idézéjelbe, mert az ilyenkor bemutatott
jelenség — bar latvanyos — altalaban nem alkalmas arra, hogy arra a kérdésre adjon valaszt, amelynek vizsgalataképpen a jelenséget be szokas mutatni.)
Ehhez a toltott testet szigetel6 folyadékba helyezik (t6bbnyire olajba), majd a folyadék felszinére apré szemcsékbdl allo dielektrikumot szérnak (pl. buza-
dara). Az elektromos mezé&ben a dielektrikum-szemcsék polarizalddnak, apro dipdlokka valnak (részletesebben lasd a polarizacio targyalasanal). Mivel a
folyadék felszinén Uszé apré dipdlok kdnnyen elmozdulhatnak, az elektromos mez§ altal rajuk kifejtett erd, és az altaluk egymasra kifejtett erék hatasara
lancokba rendezédnek, amely lancok altal kirajzolt kép az erévonalképhez hasonlatos. Ugyanakkor ezek a lancok korantsem azonosak az altalunk elkép-
zelt erévonalakkal, nem alkalmasak pl. annak eldéntésére, hogy a fentebbi médon definialt erévonalakat honnan inditva, milyen striiséggel kell megraj-
zolnunk. Alaptalannak kell minésitenink minden olyan jellegl kdvetkeztetést, miszerint pl. a valamely helyen sirlibbnek mutatkozé buzadara-lancok a
kérdéses helyen fennalld nagyobb térer6sségre utalnanak. Ha mar a buzadara-kép alapjan a térer6sség nagysagara akarunk kovetkeztetni, akkor ezt
sokkal inkabb a buzadara rendezettsége alapjan tehetjik meg, mint a buzadara slrlisége alapjan. Igaz viszont, hogy azt nehezebb a kialakult képrél
kvantitative ,leolvasni’. De hat ez a kép nem is arra vald, hogy bel6le mennyiségi kdvetkeztetéseket vonjunk le. Ha arra hasznaljuk, amire valo (ti. szem-
|éltetésre), hatékonyan lehet segitséglinkre a kiildnb6z4 téltéselrendezédésekhez tartozd elektromos mezé szerkezetérdl alkotott képunk kialakitasaban.

Az elektromos mez6 munkdja, potencial
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Mennyi munkat végez az elektromos mezd egy toltétt testen, mikézben az elmozdul (= mennyi az elektromos er6
munkaja)?

W = [ Fdr = [ Eqdr =qf Edr (qusdsJ.
G G G G
Ponttoltés elektromos mezdjében:

r, r,
W=af E(r)dr =af k-2 cos@ —— —kqQ[ >-dr = —kaQ| + | =-kaQ| =~ |.
G G r2 m rr2 r F) 1
Ecosa ‘dr‘

Latjuk, hogy az elektromos mezé munkaja fiiggetlen a gérbealaktdl, csak a kezdeti és a végpont helyétél fiigg. Erté-
ke aranyos a test toltésével:

W= —kQ[i—qu —-AUQ = AU = kQ[i_lJ_
I’2 rl r2 rl
AU
A AU -val jeldlt aranyosséagi tényez6 neve: potencialkiilénbség vagy fesziiltség, S| egysége a definiciojabdl kévetkezéen: [AU ] = % = é =V (volt).

Latjuk, hogy AU =U(r,, 1,), vagyis kétvaltozos skalar—skalar-fliggvény. Egyvaltozos fliggvényt készithetiink beléle, ha az egyik pontot (tipikusan a kezdépon-
tot — ahonnan a probatoltést elindulni gondoljuk) egy megallapodassal régzitjuk, és ott a fliggvénynek tetszélegesen megvalasztott értéket (tipikusan 0 V-ot)
adunk. Ennek alapjan a ponttéltés elektromos potencialja (r = «-nél 0-nak valasztjuk az értékét):

U(r)=U(r)=k2

Altalaban is igaz, hogy sztatikus elektromos mezdében: _[ Edr = _[ E dr, vagyis a sztatikus elektromos mezé konzervativ (= 6rvénymentes):
G

$E(r)dr=0

Ennek alapjan barmely sztatikus elektromos mez&h6z definialhatunk potencialkilonbséget:
n n
W=q[E(r)dr=q[E(r)dr=—qAU = AU=-[E(r)dr.
G g f
-AU

Ha a kezd&pontot régzitjik, és ott a potencialt 0V-nak valasztjuk, akkor potencialt is értelmezhetliink barmely sztatikus elektromos mezéhoz:
r

U(r)=—|E(r)dr < gradU(r)=-E(r)

0

=

Az 6rvénymentesség egyenértékli megfogalmazasai:

n

[E(r)d

r\

-

r,
=[E(r)dr < $E(r)dr=0 < [rotE(r)dA=0 < rotE(r)=0,

4 G F
ahol 1 a G, gorbe pontjain fut végig, I’ pedig a G, gérbe pontjain; F a G zart gorbe altal felfeszitett fellilet.

Ha az elektromos mez6 egy pontjatél indulva ugy mozdulunk el, hogy a térer6ség minden helyen meréleges legyen az ottani elmozdulasra, akkor olyan he-
lyekre jutunk, ahol a potencial a kiindulasi hely potencialjaval egyenlé (ui. ha E L dr = Edr = 0). igy egy olyan felliletet jarhatunk be, amelynek minden pont-
jaban azonos a potencial (= ekvipotencialis feliilet). Ekvipotencidlis felliletet a konzervativ elektromos mezé barmely pontjabdl indulva készithetiink.

Megjegyzés

— Elterjedten szokas a potencialt az elektromos mez§ altal kifejtett er6 munkaja helyett a ,mez6 ellenében végzett munkaval” definialni. Azon tal, hogy a fi-
zikaban a valami ,ellenében végzett munka” egyszerlen nincs definialva, igy az erre hivatkoz6 Ujabb definicié tovabbi kiegészitések nélkil legfeljebb
shangulati” elemekre tdmaszkodhat, rendkivil célszerdtlen is, mert a potencial fogalmaba olyan mozzanatokat is belevisz, amelyeknek a mezét jellemzd
potencialfogalomnak semmi koze. Ertelmezhetetlen helyzetet teremt pl. abban az egészen hétkdznapi esetben, amikor a téltott test az elektromos mezé
altal kifejtett er6 egyeduli hatasa alatt mozdul az egyik pontbdl a masikba: ekkor ugyanis nincs is olyan test vagy személy(?), ami vagy aki ,a mez6
ellenében” a hibas definicioban felvazolt kizdelmet lefolytathatna. Itt is — mint sok mas helyen — azzal a toérekvéssel talalkozunk, amely egy
osszefuggésben megjelené minuszjelet valamilyen hatast, torekvést lerontd jelenség matematikai megjelenitéseként probalja értelmezni, vagyis azzal,
amely Osszekeveri a ,negativ” szé egyik kdznyelvi jelentését a minuszjel egzakt matematikai jelentésével.

— Az ekvipotencidlis fellletek megrajzolasaval az erévonalak megrajzolasaval hasonlatosan képszeriivé tehetjik az elektromos mezé szerkezetét. Példaul
a ponttoltés elektromos mezé&jének ekvipotencialis felliletei — mint az kdnnyen belathatdé — a ponttoltést koncentrikusan koriilvevé gémbok.
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— Ahogyan az erévonalak megrajzolasaval képszer(ivé tett elektromos mez6t szokas megprobalni kvantitativva tenni (az
erévonal-slrliség bevezetésével), szokas bevezetni az ekvipotencialis fellletek vonalmenti slriiségét a kovetkezd defi-
nicioval: ,az ekvipotencialis feluletek minden pontban a térer6sségre merdlegesek, és olyan slrliséggel rajzoljuk meg
6ket, hogy egységnyi hosszusagu, a fellletre meréleges szakaszt annyi messe at, amennyi ott a térerésség nagysaga”.
Sajnos ez a definicié sem sikeresebb, mint az erévonal-siiriiséggel dolgozo, Iényegében ugyanazokkal a hibakkal kizd.
A szakirodalomban az elektromos mez6 vonalmenti ekvipotencialisfelulet-strliséggel torténd kvantitativ jellemzésére lé-
nyegesen kevesebb prébalkozas talalhatd, mint az er6vonal-sirliséggel kapcsolatosan. Ennek valészinileg az az oka,
hogy nem siker(lt olyan kisérleti elrendezést talalni, amelyben valamilyen fizikai objektum szinte automatikusan rajzolna
ki valamiféle, az ekvipotencialis fellletekhez hasonlatos alakzatokat.

Osszességében megallapithatjuk, hogy az elektrosztatikus mezd szerkezetének képszeriivé tételére mind az erévonal-
kép, mind az ekvipotencialis felllet-sereg alkalmas, a mez6 mennyiségi jellemzésére azonban egy-egy pontban (ill. an-
nak kornyezetében) sokkal alkalmasabbnak mutatkozik a fogalmilag mérési eredményekre tamaszkodo térerésség és
potencial, mint a képszer(i megjelenitésbdl szarmaztatott mennyiségek. Ebbél értelemszerlien kovetkezik, hogy a mezével kapcsolatosan minden allitas
teljes értéklen fogalmazhatd meg az er6vonal-fogalom, és az ekvipotencialisfelllet-fogalom nélkul is. Kuléndsen igaz ez a mennyiségi allitasokra (torve-
nyekre) vonatkozoéan, sét, az erévonal-siirliség és az ekvipotencialisfelllet-siriség szukségképpen problematikus jellege miatt mondhatjuk, hogy a
mennyiségi allitdsok csak a térerésséggel és a potenciallal fogalmazhatok meg korrekt médon — az erévonal-slriiséggel és az ekvipotencialisfelllet-
slirliséggel azonban nem. A tovabbiakban tehat ennek megfelel6en jarunk el: ha az er6vonalakat valamely képen siriibbre vagy ritkabbra rajzoljuk, azt
csak azért tesszlk, hogy a képszerliséget ezzel is fokozzuk (még tdbb informaciét siritsiink a képbe), de sosem probalunk meg egy-egy ilyen képre hi-
vatkozva mennyiségi allitdsokat megfogalmazni. Ugyan igy jarunk el az ekvipotencialis fellletek vonalmenti stirliségével kapcsolatban is.

Kapacitas

Feladat

Hatarozzuk meg egy R sugaru, Q toltési fémgdmb potencialjat!

Megoldas

Szimmetria okok és a Gauss-térvény miatt a gémbt6l szarmazé térerésség a gdmbfelileten kivil mindenitt pontosan olyan, mintha az egy a kdzéppontjaban

elhelyezett ponttltéstdl szarmazna, s igy a potencial is ilyen, vagyis ha r > R, akkor U (r) = kg. Specialisan a gémb felszinén:
r

_kQ_k
U=k3=2Q,

vagyis a Q toltés altal keltett potencial (potencialkiilénbség) aranyos magaval a téltéssel. Az aranyossagi tényezé csak magatdl a vezetd rendszer (itt a gdmb)
geometriai adataitdl fligg. Ennek reciproka kiilon nevet is kapott: kapacitasnak nevezzilk, és altalaban C-vel jeldljik.

C =§ (< a gobmbkondenzator kapacitasa).

Nm’ _ Nm _

A kapacitas Sl egysége (a definiciojabol kévetkezéen): [C] = o o
m

F (farad).

Feladat

Hatarozzuk meg két nagy kiterjedési, parhuzamos siklemez kapacitasat, azon feltétel mellett, hogy ezek 6ssztoltése mindig O (vagyis, ha az egyik toltése Q,
akkor a masiké —Q)!

Megoldas:

Alkalmazzuk most is a Gauss-torvényt! Ekkor cﬁEdTA: EAziQ = E =%. Ezzel |AU|= , vagyis |AU|~ |Q| most is teljesiil. A szokasos
E &0 £o

[E arj=Ed= a4 Q
s A
jelélésbeni konvenciokkal U ~ Q, és

C= EOHA («< a sikkondenzator kapacitasa).

Az elektromos toltés kvantalt jellege: Millikan-kisérlet

Az elektrodinamika torténeti fejlddése soran a makroszkopikus tapasztalatokra tamaszkodva a toltést folytonos mennyiségként definialtak. Az elektromos t6l-
tés kvantalt jellegét perddnté modon Millikan bizonyitotta be (1910-ben), olymddon, hogy megprobalt kisebb, majd még kisebb toltéttségl testeket elballitani,
és ezek toltését megmérni. Ehhez olajcseppeket porlasztott kondenzatorlemezek kdzé, amelyek a porlasztas soran ahhoz hasonléan valnak toltétte, mint a
szérmével megdorzsolt ebonitrad. A kondenzatorra fesziltséget kapcsolva a lemezek kdzétti, jo kdzelitéssel homogénnek tekintheté elektromos mezében vi-
szonylag kényelmesen vizsgalhat6 az olajcseppek mozgasa, ami alapjan a ra haté er6kre, s ezen keresztul végllis az olajcsepp toltésére kdvetkeztethetlink.
Az olajcseppre

— a gravitaciés mez6 altal kifejtett erd: g\lﬁ;

m
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o Alenl L . |felhajtoer6 (-gVvp,,)
— alevegb altal kifejtett eré { e o
kdzegellenallasi er6 (-671,,, V)
— az elektromos mez6 altal kifejtett eré: gE

hat. A kdzegellenallasi eré a sebesség nagysagatol névekvéen fligg, és mert a sebességgel ellentétes iranyu, az olajcseppek allandd sebességgel mozognak
(sebességiik addig ndvekszik, amig a sebességgel egyitt névekvé kézegellenallasi eré nulla ered6 er6t nem eredményez). Maguk a kondenzatorlemezek ko-
z6tt mozgd olajcseppek igen apré méretiik miatt csak mikroszkoppal figyelheték meg. Egy-egy cseppet a mikroszkép latémezéjében kivalasztva, majd a kon-
denzator lemezeire kapcsolt feszlltséget valtoztatva, elészor is elddnthetjiik, hogy a csepp toltétt-e: ha pl. a feszultség polaritasat megvaltoztatva megvaltozik
a csepp mozgasiranya, akkor a csepp bizonyosan toltott.

A mikroszkdpban a cseppek mérete nem olvashaté le, mert olyan nagyitasnal, amelynél ez mar megtehetd lenne, a cseppek 0,01 s-0,1 s alatt ,szaguldana-
nak” at a latdbmezdn, raadasul mozgasuk kiértékelésében mar zavard a hdmozgasbdl szarmazo rendezetlen jelleg. Ezért a mérést olyan nagyitas mellett cél-
szer( elvégezni, amelynél a cseppek pontszerlinek latszanak, de elmozdulasuk a mikroszképban elhelyezett skalardl jol leolvashaté. Mivel az ismertetett
megfigyelési korlilmények kozott olajcseppek toltése mellett a sugaruk sem ismert, a megfigyelt csepp mozgasanak két egymastol fliggetlen szakaszat kell ki-
értékelni, hogy a két ismeretlen meghatarozasahoz sziikséges két fliggetlen egyenlethez jussunk — célszeriien pl. azt a szakaszt, amikor a csepp a ra haté
er6k hatasa alatt lefelé mozog, és azt, amelyben felfelé mozog.

Mivel az olajcseppek alland6 sebességgel mozognak, a dinamika alaptdrvénye szerint:
VG +QE— 6777, V=P, VG =0 = (p-py, )VG+GE 6777, IV=0 = (p—py, )—g+qE 671, 1V =0.

Ha v 1T ET™1 g (= az olajcsepp lefelé mozog), a dinamika alaptérvényét lefelé mutaté tengelyre vonatkoztatott komponensekkel felirva:
(PP )? 9+0E, — 6777, 1V, =0,

ahol E,, a csepp lefele haladasa kdézben fennall6 elektromos térer6sség nagysaga, v,..pedig a lefelé haladas sebességéé. (Csak érdekességképpen emlitjik
meg, hogy a lefelé mozgd csepp a mikroszkdpban felfelé mozogni latszik, mert a mikroszkop forditott allasu képet allit el6.)

Ha v 11 ET g (= az olajcsepp felfelé mozog), a dinamika alaptérvényét ugyancsak lefelé mutaté tengelyre vonatkoztatott komponensekkel felirva:
4r3
(p_ Plev. ) g OB + 6727, Vg =0.

Mivel p, p,, T, 9 ismert, v, v, és E

fel 2

E,, megmérhetd (E:%), igy ebbdl a két egyenletbdl r és g meghatarozhaté. r meghatarozasahoz a masodik

egyenletet az els6bdl kivonjuk:
d(E. +Ey)

(B + B )67, 1 (Vg +V. ) =0 = f=— e T
(Efl 1 ) 1 ( fel ) 672'771C (vm+v )

r igy kapott értékét a masodik egyenletbe behelyettesitve:

(p-peu)d (B, + ) X"{ O G, + 6o — ) 95+ 5) Y =0

Mﬁ e (Ve ) 6z, (Ve + Ve
Ee+ fel P~ Prev. fel
2( : zEts]) ( : )g Eu + EHVfc]:Ov
16272170, (Ve TV ) Vrel Ve
Er *ﬁvﬂ 2.3 42 2
_ T Ve Ve }162” Mo d” (Ve + e )” (VU — ViU )

= 3 = 3

(Ele+Efel) (piplev.)g V (UleJrUfel) (pfplev.)g
1627, (Vi + Vie )3

Sok olajcsepp mozgasat igy kiértékelve Millikan azt kapta, hogy a cseppek téltése igen sokszor pontosan (= mérési hiban belll) azonosnak adddik, amikor

pedig ettdl eltér, akkor mindig ennek a legkisebb (= elemi) értéknek az egész szamu tébbszorése. Ezzel indirekt uton bebizonyitotta az elektron létezését, hi-
szen ezt a tapasztalatot a legkézenfekvébb mddon ugy lehet értelmezni, ha feltételezziik egy részecske Iétezését, ami éppen e kisérletekben tapasztalt legki-

sebb téltésmennyiséget hordozza, ti. 1,6-107"° C-ot.

Megjegyzés

Miutan Millikan kisérletébdl — és a késébbiekben sok-sok mas — kisérletbdl kiderilt, hogy a makroszkopikus testek toltéttségi allapota minden mas esetben is
ennek a toltésnek az egészszamu tobbszdrdse, célszerlinek latszik a toltéttsegi allapot mértekének az elemi toltést hordozd részecskék szamossagat valasz-
tani. Eppen ezt tettlk, amikor a toltést definialtuk.

Az elektromos mezd energidja, energiasiiriisége

A feltdltott kondenzator belsejében az elektromos mezd munkat végez, mikdzben egy t6Itott részecske az egyik lemezrdl a masikra jut. Kézben a kondenzator
téltése megvaltozik, és ezzel az elektromos mezd téreréssége is. Ha az elektromos mez6 munkaja pozitiv, akkor a térer6sség nagysaga csokken. llyenkor azt
mondjuk, az elektromos mez6 energidja csokkent, mikézben a toltéseken munkat végzett.
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Feladat

Hatarozzuk meg, mennyi az elektromos mez6 munkaja, mikdzben a kezdetben U, fesziltségre feltoltott kondenzatort a fegyverzetek k6z6tt mozgo toltések
kisutik!

Megoldas
A kondenzator toltése a kisutési folyamat minden pillanataban CU, a fegyverzetek kdzotti elektromos térerésség pedig % nagysagu. Mikézben a pozitiv fegy-

verzet toltése dQ-val csokken, az ataramlott toltésre az elektromos mezé —%dQ nagysagu erét fejt ki, amelynek munkaja a két fegyverzet kozotti elmozdulas

koézben dW = —%def =-U dQ (ahol kihasznaltuk, hogy az elektromos mez6 altal kifejtett erd és az elmozdulas egyiranyu, tovabba, hogy dQ < 0). A kisitési

folyamat egészében végzett munka ezen elemi munkak 0sszege:

]
0 0 0= 270 2
W = de;IUdQ:fjng:f « :lﬁzlcug.
N J 5 C 2Clgq 2C 2
0 Eﬂ c
A kisitott kondenzator mar nem végez munkat a lemezei kdz6tt mozgo toltéseken, ezért a kondenzator energiajanak nulla pontjat kisutétt allapothoz rendel-
juk, s igy
1
E = AE g6 =W = ECUg-
Mivel a kondenzator belsejében az elektromos mez& homogén, az energia eloszlasat is homogénnek tekinthetjik, s igy az energiasiriség:
1
Leu? ESO}EGX{ |
=2 = =—¢, E.

PE= v \Ajf D)

. . . P ” . P . P . . 1 2 .
Az eredmény altalanos érvényd, vagyis az energiaslriséget a térerésség szabja meg pg = 5% E’ szerint.

Kolcsbnhatasi energia

Két ponttoltés kolcsdnhatasi energiaja az elektromos mezd energiajanak azon tébblete, amely annak tulajdonithatd, hogy a két ponttdltés végtelen tavolrdl
egymas kozelébe kertil.

Feladat

Hatarozzuk meg, mennyivel valtozik az elektrosztatikus mezé energidja, mikbzben egy ponttoltés elektrosztatikus mezéjében egy masik végtelen tavolsagbol
az elsét a tavolsagra koézeliti meg!

Megoldas
Egy ponttéltéshez tartoz6 energiasiriiség teljes térre vonatkoz6 integralja divergens:

E-lL ﬁszzq—zd d9dr = 223 Tidrffl ree | L] o
*250 ) @ =7KQg i 371' q & 3 0"
000 0

(vagyis a ponttdltéshez tartozo teljes mezbenergia értelmetlen), igy az egyes ponttdltésekhez tarozé mezéenergiakbdl kiindulva nem tudunk valaszolni a fel-
adat kérdésére. Nem divergens azonban a feladat szerinti helyzetekhez tartozé energiasiriségek megvaltozasanak teljes térre vonatkozo integralja, ami érte-
lemszeriien az energiasiirliségek teljes térre vonatkozo integraljainak kildnbségével lenne egyenld, mar tudniillik akkor, ha ez utébbiak kuldn-kulon is létez-

nének. Mivel azonban ezek kulén-kulén divergensek, a kdvetkezé Iépésekben a két helyzethez tartozd energiasiriiségek kildnbségének a teljes térre vonat-
kozo integraljat hatarozzuk meg:

ozn
AE = J.pEl’de —IpEldV —IpEde = lgoj.((lél + E2)2 -E - Ezz)dV = lgOJ.Z(EIEZdV = 50_” J. EE,risinddpdgdr =
v v v 2y Z v 000

R 1 T . kg, TFcosa .
=27rgoijlE2rzsln9d9dr=K”k%k%c05a/sm9d9dr:%jj " singddr =
00 00 00
o7 2_ 52 o-1 2.2 ./
% o2, L Gingdgar = <% [ [ T2, L lgcosgar, q

2 ool arr 2rr’ s 4 i rr'’ 1
L/

cosa

e
Itt elészor is elvégeztiik ¢ szerinti integralast (ami 2z -vel valo szorzast eredményezett, hiszen az integrandus nem filigg ¢-tél), majd a & szerinti integralasrol
cos 9 szerinti integralasra tértlink at, végul kihasznaltuk, hogy a koszinusz-tétel szerint:

rP-a’ 1 cosa _r’-a’ 1

a=r2+r?-2rr'cosa = cosa = —+ = —5= P
e’ 2y r arr® o 2rr




Utolso frissités: 2002.09.23. 18:18 Villamossdgtan 1. félév 32. oldal

1
A tovabblépéshez fejezzlk ki most r'-t ugyancsak a koszinusz-tétel felhasznalasaval: r' = (r2 +a* —2racos 9)2. Ezek utan a cos 9 szerinti integralas mar kony-

nyen elvégezhetd:

-2 2 -1 2 .2 -1
r-—a 1 r~—a 1
I[ 3 +—,jdcosz9= J‘ 3 dc059+j ; dcos 9=
1 " m 1 ( 2 2 B 1 2 2 2
rir‘+a —2racos9) r(r +a —2racos|9)
I\ < 0 7

2 2
-1

rz—azz 1 1 Z {( 2,2 )l )
- -] - r<+a —2racos4)? | =
r Zra L Zra '

(r2 +a? —2racos.9)2

1

2 2 1
_r-a ! —— ! 1[(r2+a2+2ra)2

r’a 1 Ll or?
(r2 +a’ +2ra)2 (r2 +a’ —2ra)2

S B e B L i R e S

—(rz +a’ 2ra);]

).

r’a | J(r+a) red
d 1
(r2 +a’ —2racos 9)? ra d(r2+a272racos.9)5 ra
ahol felhasznaltuk, hogy = , tovabba, hogy =
dcos g I 3 dcos 4 I L
(r +a —2racos‘9)2 (r +a —2racos|9)2
o rP-a’( 1 1 1
Az eredményiil kapott —; - (\r +a| -|r —a]) kifejezés tovabbi kiszamolasat két részre bontjuk:
a ([r+d [r-4) ra

Ha r < a, akkor
2 2 2 2 .
) e A S e e ae ) DR 2 2 2

Ha r > a, akkor
2 2 r2_ g2 2 .
r—a( 1 1 (\r+a4 ra)- —a[ 1 1 j 1(r+a _a))- ™=alr-a-(r+a) 24 2 2 4
r’a Ur+aJ \r—a\ rlfa \r+a r-a) rla r’a \Z\a\ e

Most az r szerinti integralast elvégezve (a két részre bontott integralasi tartomany figyelembe vételével):

w-lf 2 2 a-1( 2 .2 . wo-lf 2 2 o o0
_la% .”[r ”r3a+rrjdcoslgdr = ——kq:‘qz _”[r rr'3a +rr]dcos9 dr —Lq‘l‘% J' J'[r r—r: +rr}dcos.9 dr :7kq1q2 J',ézdr :7kq1q2[%} =—kq,0, [0—&): k4%
01 al
a7

AL a a

0 4

2

Feladat
Hatarozzuk meg azt a munkat, amit az elektromos mezé végez a q, téltési testen, mikézben az a végtelen tavoli pontbdl indulva a tavolsagra kozeliti meg a
q toltést!

Megoldas
IE%%‘“ %quldr q{ qlL e

Latjuk, hogy ez a munka az energias(iriségbdl szamolt energiavaltozasnak éppen a —1-szerese. Ez azt jelenti, hogy az energiaslriiségre nyert 6sszefliggés
valéban alkalmas altalanos esetben is a mezd energiavaltozasainak meghatarozasara:

=
PE :EEOE
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Nulla 6ssztoltésii toltésrendszerek

Feladat

Tekintslink egy olyan toltésrendszert, amelynek az dssztdltése 0! Hatarozzuk meg ezen toltésrendszertdl szarmazoé potencidlt olyan tetszéleges r helyen,
amelyre teljesul, hogy a téltésrendszer minden pontjatél mért tavolsaga Iényegesen nagyobb, mint a téltésrendszer barmely két elemének tavolsaga!l

Megoldas

Fejezzik ki el6szor a toltésrendszer j. elemétél a kérdéses pontba mutatd helyvektor abszolutértékét (a j. toltés tavolsagat attdl a ponttdl, ahol a potencialt
meg akarjuk hatarozni)! Kihasznalva, hogy r; > &;,

n q n q 1 n n 1 1 n
U(F):Zkr—l:kz ; L ‘ :kFZijkZ qjgradFaj 7kgrad?zajqj .
=1 7 =1t T4

j=1 =t j=1

R ~u(r-a)-u(r)

n n
A Zajqj =Z p; mennyiséget elektromos dipélmomentumnak nevezziik, magat a toltéselrendezést pedig elektromos dipoinak. A dipélmomentumot alta-
j=1 j=1
laban d-vel jeldljik, Sl egysége definiciéjabdl kévetkezéen: [d]=Cm.
1
| ) ) e . 1 97 )
Hatarozzuk meg elsé 1épésként gradF értékét! A kdzvetett fliggvény derivalasi szabalya szerint: gradF:d—:gradr, és gradr értéke mar kdnnyen meghataroz-

1

or (’i(szry2+z2)E s, o X y 2 r 1
hato: gradxr=6—=67=/%/(x +y +z ) 2 fx=2. Ugyanigy grad,r== és grad,r=—, vagyis gradr=—. Ennek felhasznalasaval, grad—=
X X r r r r r
1
d- I
=L oradr =-——=-—T.Ezek utan a keresett potencial:
r rer r
&G 1 q 1\ r
U(r)=> k=t=kY ——=—kgrad| - > a,q; =k— > aq;,
r Ir-aj ) r*eg

vagyis a dipoltdl szarmazé potencial az r helyvektoru helyen:

u(r—):kLr—a

A potencial ismeretében mar kdnnyen meghatarozhatjuk a térer6sséget is:
E(r)=-gradU (F)=—k grad (i} Faj = —k[Fagrad%Jr%grad(Fa)j.
r r°or

1
L0 - 3" majd grad(rd) értékét: grad, (rd)=-(xd zd,)=d,, és hasonlé
. =3 majd gra (rd) értékét: grad,(rd) xd, +yd, +7d,)=d,, és hasonldan

.. 1 3 1
Hatarozzuk meg el6szoér grad— értékét: grad— =——gradr =-3— =
g g 3 g ar © 7 BX(

r r
grad, (rd) =d,, grad, (rd) = d,, vagyis grad (rd) = d. Ezekkel

E(r) =—k[r6grad%+%grad(F)J = —k[(rj(%%}%] - k[3 (ras)r _33].

al

r r r r

Latjuk, hogy a dipélmomentummal rendelkezd toltésrendszertél szarmazo térerésség a tavolsag harmadik hatvanyaval csokken, (szemben a toltéstél szarma-
z06 térersség masodik hatvany szerinti csokkenésével).

Specialis helyzetek
1. Gauss-féle féhelyzet (r||d ):

= Rd d d
E(r):k[3 = —ﬁ]=2kr3.

Il. Gauss-féle féhelyzet (r 1.d):
0

RIS
E(r)=k 3r—5—r—3 =—kr—3.

A legegyszeriibb dipolmomentummal rendelkezé toltésrendszer két ponttoltés, amelyek egymastol ¢ tavolsagra helyezkednek el. Ennek dip6imomentuma:
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d=

R CRCRIRLE

MN

1

ahol 7 nagysaga \aq —a,q\ =2.

A dipdlra hato er6
Tekintslk a lehet6 legegyszeriibb, dipélmomentummal rendelkezé toltésrendszert (két egymastdl ¢ tavolsagra elhelyezett q és —q pontszer( toltés)! Az elekt-
romos mez6 altal a toltésrendszerre kifejtett eré ekkor F = E(G)q— E(r_q)q = ( E(rq)— E(r_q))q. Hatarozzuk meg F -et komponensenként:
Fy :(Ex(fq)— EX(T,q))q =(grad E,())7q=d grad E, (), és hasonloan F, =dgradE,(r), F,=dgradE,(r).
AN A S

(grad EX)(F{I’,Q)

Osszefoglalva
dgrad E, (1)
F= (agrad)E =|dgrad E () |.
dgrad E,(r)

Latjuk, hogy a dipdlra csak inhomogén mezében hat erd! Felhasznalva, hogy az elektrosztatikus mez6 érvénymentes, a dipdlra haté er6 maképpen is megha-
tarozhato:

__, O(dyE,+d,E, +d,E OE oE

ara, () - (dyEx+d, E,+d, z):anEx 0,5y, e B g By g By B OBy OB OB,
ox ox ox oX OX OX oy oy OX 0z 0z
| A ——) —_—
0 0
OE _

“0 BT, o [T ) 0, % e,

X X X z z

rot, E=0 rot, E=0

Hasonléan: grady(aﬁ) =dgrad E, és gradz(aE) =dgradE,.

Osszefoglalva, a dipdlra haté eredd erd:

F =(dgrad)E(r) = grad(dE(r))

A dipdlra haté forgatényomaték
Tekintsik ismét a lehet6 legegyszerlibb, dipdimomentummal rendelkezé toltésrendszert:

=ty E(1) - g <E(0)a= (o <E(1) - P <E(F ) :[[ro %] E(rq)f[ro *ﬂ E([q)]q :(rox(E(r’q)—E(r’,q))Jrgx(E(rq)Jr E(r,q))].
Ha a térer6sség a dipol tartomanyaban homogénnek tekinthets, akkor E(r,)=E(r_)=E(r), s igy

0 26(r)

vagyis a dipdlra hato forgatonyomaték:

M :axE(f)

A dipdl helyzetébél fakado potencialis energia

Ha a dipdlira forgatényomaték hat, mikdzben elfordul, az elektromos mezé munkat végez rajta. Feltételezve, hogy dp TN M,
dW=Mdp= (a x E(r))@ =-dE(r)sinpde,

s igy

0 ¢
W, ,,= de =—I dE(r)sinpdp=d E(F)[cosw]zﬂ =dE()(cosp—cosg,),

P P
AE, , p=-W=-dE(F)(cosp—cosg,).
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Ha a potencidlis energia értékét a 4):% helyen 0-nak valasztjuk, akkor

E (90) = AEp’ %A(p

A dipdl helyzetébdl fakado potencialis energiaja tehat:

=—d E(r)(cosq)—cosgj =-dE(r).

E, (0)=~4E(1)

Latjuk, hogy amikor a dipol a térerésséggel egyiranyban all, E,(0)=-d E, amikor ellentétes iranyban all, E,(z)=dE. Mind a dp T1 E helyzet, mind a dp T E

egyensilyi, mert M =d xE miatt, M =0 mindkét helyzetben, de E,(7)=dE>-dE=E,(0) miatt csak a dp T E helyzet jelent stabilis egyensulyt (ez a mini-
malis potencidlis energiaju helyzetet). Latjuk azt is, hogy a maximalis helyzetbdl a nullahelyzetbe valé fordulas kdzben az elekiromos mezé 2d E munkat vé-
gez.

Poisson-egyenlet
Az elektromos mez6 forrastorvénye: cf;E(r)dTA:LJ'p(r*)dV < div E(r):ip(r). Ebbe a potencial definiciojat beirva divgradU (F):fip(r). Felhasznal-
F £o \Y2 €o &0
va, hogy
au(r)
OX
au(r u(r) o*u(r) ou(r
gradU () = (") = divgradU(F)= (") + (r) + (") =AU(T).
oy ox2 oy? Fora
au(r)
0z

A A-szal jelolt differencialoperatort Laplace-operatomak hivjuk. Ezzel a forrastoérvény differencialis alakja a kdvetkezé alakba irhaté:
AU (r)=-—p(r)
€

Ez az Un. Poisson-egyenlet, ami egy masodrend( differencialegyenlet, amelynek megoldasa a potencial helyfliggését szolgaltatja.

Feladat
Hatarozzuk meg a d vastagsagu, végtelen kiterjedés(, o toltéssirliségl siklemezt6l szarmazo potencialt és térerésséget a hely fliggvényében!
Megoldas
. o . . . co U)o
Vegyuk fel az x—y koordinatasikot a lemez sikjaban! Ekkor az x—y sik énmagaval parhuzamos eltolasaval szembeni invarianciaja miatt T:O és
X
au(r ) u(r z au(r
#:O. Igy a Poisson-egyenlet a lemezen belul a kdvetkezd alakot Olti: %:7M. Ebbél # :£z+u(’,. A szimmetria miatt a térerésség is szim-
z & z &
U (r u(r
metrikus: 220 __ V(O g Uy=Ld-u; = u;=-"Ld.
oz |, oz |, 4 & 2¢,
A pd mennyiség felileti toltéssiiriiségként is szemlélhetd, hiszen barmely dA feliiletdarabra dQ = pdV = pddA= pddA=rdA. Ezzel a lemezen beliil a tér-
—_ =
[\ n
erdsseég:
0
E(z)= 0 = 0
(@) | L,
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- il
Z+
0 0 0 E 280 280
Specidlisan E(0)=| 0 |, és E(d)= 0 = 0 | z \
_n pd_m || 2¢,
2¢, & 2¢ 2¢,
A potencial a lemezen belll: 2
U(z)=—2izz+zlz+uo. d
£ & /N
Ui 280
pd
Az U (0)=0 valasztassal: U (z)=-2L-7* +_-z. Specialisan U (d)=—£=d +—-d =0.
2&, 2&, 2y 2¢,
o’V (z u(z) . _ _ Uz
A lemezen kiviil a Poisson-egyenlet: 62 ):0 = 6( ):UO. Kihasznalva, hogy E(+0)=E(-0), (2) parabolikus
z z
. P 0D 2, N
_2L =-U,, vagyis a térer6sség e lemezen kivll, a z< 0 esetben: 2802 * 2802
€
z
0 0 n
_ _ - z —
E(z)=| 0 | éshasonléana z>0 esetben: E(z)=| 0 |. 2g, 2¢, Tl
_n . linearis
2¢, 2¢y
A potencial a lemezen kiviil:
* n
U(z)=U,z+U,=——z+U,.
(1) =Ujz+Uy =240,
Mivel U(d)=0, Z-d+U,=0 = U,=-—-d,s igy
2¢, 2¢,
U
U(z z—-d
(1)=51(2-0),
vagyis a potencial a lemez felliletét6l mért tavolsaggal aranyosan né.
Feladat
Hatarozzuk meg a p toltésslirliségl, egyenletesen toltott, R sugart géombtél szarmazo potencialt és térerésséget!
Megoldas
du(r du(r)r duU (r
A gémbszimmetria miatt U (F)=U (r), igy gradU (r')=gradU (r) = df )gradr = d: ): . A Poisson-egyenlet szerint: divgradU (r)=div df )gz—ﬁ. Integral-
€o

juk ezt egy r, sugard gémb térfogatara!
Har, <R,

du(r)r
jdiv d( )LdV :—IﬁdV.A Gauss-tétel felhasznalasaval:
ror v €0

Ud(rr())’(}&/;g%/ro;% _ Wm)_ p E(fo)——gradU(r‘O)z—dU(ro)E:L n_p,

neen
Q.
\“‘
‘—:

Specidlisan a gémb felszinén: E(R) :SL R, és a p >0 esetben minden helyen kifelé mutat (ellenkez6 esetben befelé).
€y
Ezek utan a potencial értékét az r =0 helyen U -lal jelSlve:

f T Ty 2 7%
" =N g P p p|r p
U (r0)=U (ro):—_gE(r)dr +U, :—lgrdr +U, =—£grdr +U, =_350[2L +U, :—aro2 +U,.

V,
Specialisan a gomb felszinén: U (R)=-—L-R? +U, =-£- RzﬂJrU0 = Pt +U, :—59+U0.
6¢, 6s, 4Rr 2504R7r 2R
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Har, >R,
jdivwidv = —ﬂms—”. A Gauss-tétel felhasznalasaval:
dr r & 3
dUu(r)r— du 3
‘]S (r)LdA P4R7T ()/2>R P/Rxlnnen (rO):_,DRZ‘
i odr rT_' & 3 dr &0k
LA
Q
r 4R7 1, Q
_ dU (ry) 1 R
E(ry) =—gradU (1)) = d(‘))&: P= S P L =kSH,
ron 350r0 v ﬁkso Iy fo

vagyis a térersség a géombon kivil pontosan olyan, mintha azt egy a gémb kdézéppontjaban elhelyezkedd ponttoltés keltené!

_ k@ T U (R =k - L] U (R = k@ (R -k Q k- KDy, k@ Q-2
u(r)= _Lkrzdr+U(R) kQ[ rL+U(R) kQ[R 0J+U(R) kr0+U(R) kR krO 2R+U0 kR ro#@ﬁg.
(]

3kQ

Ha U,-t (vagyis az r =0 helyen a potencialt U, :7E-nek valasztjuk, akkor

U(n)=k2,
To

vagyis pontosan olyan, mintha azt egy a gémb kézéppontjaban elhelyezett ponttdltés keltette volna.

Feladat
Hatarozzuk meg a p toltéssiirliségl, egyenletesen toltott, R sugard, végtelen hosszu hengertél szarmazoé potencialt és térerésséget!
Megoldas
A hengerszimmetria miatt U (r)=U (r) (ahol r a henger tengelyétél mért tavolsag), igy
u(r) du(r)r

radU (1) =gradU (r)= radr = —.

& ( ) & ( ) dr & dr r
A Poisson-egyenlet szerint:

du(r)r
diveradu (r) =30 __ 2.
dr r &
Integraljuk ezt egy r, sugart henger térfogataral!
Ha r, <R,
du(r dU (ry) ry — du (r, dU (r,
.[div (r) —Iﬁdv. A Gauss-tétel felhasznalasaval: cﬁ () dA= I dv, amibsl (0)2%75X=—£r01;{\& = ﬂ:—ﬁro, s igy a
v £ Podron v €0 dr & dr 2¢,
—_—
dA
térer6sseg

du

E(1y) = gadU (1) =

_P .
r0 250/;/ 20r°

Specialisan a henger felszinén: E(R):LR, és a p>0 esetben minden helyen kifelé mutat (ellenkez6 esetben befelé). Ezek utan a potencial értékét az

2¢,
r =0 helyen U,-lal jel6lve:
fy fy P Ty P p r2 " P
U ( F)dr+Uy =— [ 2—rdr +U, = - —rdr+U0:——{—} +Uy=—L-r7 +U,.
~([ '([ 2g, ;[250 20| 2 4g,
Specialisan a henger felszinén:
V,
U(R)=—L R +U, =L R Tl y, = Lty =—kQ+u0 =—ki+U,.
£y N 44 4eaml
Har, >R,
r 2 du (r)r — 2 r g
jdlv r =—’DR ”Z. A Gauss-tétel felhasznalasaval: cf; ( )r dA= PRzt , amibdl ( )2r;z’[ pR Z{ . Innen ( )= PR , amibdl a tér-
r & arr | & dr 2rg,

YdA

erésség
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du (r)) r; 2T, i T, T

(0)0=PR 0 _Rgip— 1 loszg 2k/1%

dar 1y 2&f 1y o 275, L re o, [
Q -

E(ry)=—gradU(r))=—

a térerésség nagysaga pedig
_2k4
h

Latjuk, hogy a térer6sség a hengeren kiviil olyan, mintha azt egy A vonalmenti toltéssiriiség keltené! Ezek utan a potencial a hengeren kivil:
r(l
jMdr +U( =—2k/1H +U (R)=—2K2In "2 + U (R) = -2k 1n 2 ki +U, = 2kAIn 2 +U; .
rlg R R—— R

0

Megosztas, polarizacio

Ha egy fémet elektromos mezdbe helyeziink, benne a téltések a térer6sség hatadsara makroszkopikus méretekben elmozdulnak (= megosztas). Az Uj helyre
mozdult elektromos toltések lokalisan megbontjak a fém semlegességét. Az ily modon toltétté vald részek maguk is elektromos mezét keltenek, amelynek tér-
erdssége hozzaadddik a kezdetben jelenlevé mezé térerésségéhez. Ez a toltésatrendez6dés mindaddig tart, amig a térer6sség a fém belsejében nullava nem
valik (mert mindaddig nullatél kilénb6z6 erd hat a fémekben szabadon elmozdulé elektronokra). Az elmondottakbdl az is kdvetkezik, hogy a fémen kivdil, de a
felllete kozvetlen kdzelében az elektrosztatikus mez6 téreréssége a felliletre meréleges.

Ugyanez a folyamat a kilsé elektromos mezébe helyezett szigetel6kben csak mikroszkopikus elmozdulast (atomon vagy molekulan belilit) eredményez
(= polarizacio). llyenkor atomi vagy molekula méretl dipolok jonnek létre, melyek momentumai az azonos beallas miatt erésitik egymas hatasat — térfogati
dipélmomentum-eloszlasrél beszélink: d = PdV, a szigetelddarab dipdimomentuma aranyos a térfogataval. A P-vel jeldlt aranyossagi tényezét dipélimo-

mentum-siiriiségnek nevezzik. Sl egysége: [P] =C—n31 =%. Mivel a polarizaciét altalaban kiilsé elektromos mez6 kelti (és tartja fenn), P a helyi térerésség-
m m

C
c?
Nm? '

_ _ 2
gel aranyos: P(r)=xE(F). A x-val jellt ardnyossagi tényezo értéke a szigetel6 anyagi minéségére jellemzé. S| egysége: [«] :%:

C

Feladat
Hatarozzuk meg az elektromos mezdébe helyezett dielektrikum valamely térfogatatdl szarmazé potencialt!

Megoldas

Lattuk, hogy nulla 6ssztoltési toltésrendszertl szarmazo potencial az r helyvektort helyen

9 % 1
ZK - kz =k— qu kz qjgrad g :7kgrad?zajqj
v =

=r- a‘ s =R
=

0 —é(u(r—aj )-u(r))

szerint szamolhat6. Az 6sszegzést a toltésrendszer teljes térfogatara (itt a dielektrikum térfogatara) kell kiterjeszteni, ami folytonos esetre igy irhaté:

U (r)=—k| Pgrad L dV,
v r
ahol P a térfogati dipélmomentum-siiriiség. Kihasznalva, hogy a szorzatfiiggvény derivalasi szabalya szerint
div(Ej = If’gradl + ldiv P = If’gradl = div(E] —ldiv P,
r ror r r)or

tovabba a fellleti és térfogati integralok kapcsolatat leiré Gauss-tétel figyelembevételével a potencial

. | P 1. s P 1. o P rl. s R divP U A
u(r)= —kJ Pgrad-dv =—de1v?dV +kJFd1v Pdv = —deldev +k\.[Fd1deV = —ki)TdA+ k{[Fdlv Pdv =—k?:5T“dA+ k\.[ v = ki)TpdA+ k\J;TpdV.

A polarizalt dielektrikumtdl szarmazé potencial (és vele egyutt a belble szarmaztathato térer6sség) visszavezethetd egy fellleti és egy térfogati toltéssiriség-
eloszlas altal keltett potencial (ill. térerésség) osszegére, ahol a felileti toltéssiriség a dielektrikum hatarfeliletén értendd, 77, =-F,, a térfogati toltéssiriség

pedig a dielektrikum belsejében, p, (1) =divP(r).

Megjegyzés
— Ha a polarizacié homogén, div |5(r) =0,sigy p, (r)=0, vagyis a polarizacio hatasat elegends a dielektrikum hatarfeliilete értelmezett fellileti polarizacios
toltésekkel figyelembe venni.

— Szokas a homogeén elektromos mezdben a dielektrikumok hatarfellletén értelmezhet6 fellleti polarizacios toltésslrliség megjelenését azzal magyarazni,
hogy a dielektrikum belsejében dipdllancok alakulnak ki, amelyeken belll az egyes dipolok beallnak a kulsd elektromos térer6sségnek megfeleléen (vala-
hogyan ugy, ahogyan azt a mellékelt abran a dielektrikum bal oldalan megrajzoltuk — ez egyébként igaz). A szomszédos dipdlok pozitiv és negativ toltései
semlegesitik egymast (ezeket a toltésparokat a dielektrikum kozépsd részén pirossal bekereteztiik), igy csak a dielektrikum hatarfeliletén maradnak
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-JKompenzalatlan” téltések, az ezek altal megtestesitett tdltéssiriség a fellleti po- ++++++++++++++++

larizacios toltéssirliség. Ez a ,magyarazat” azonban adés marad azzal, hogy va-
jon miért nem az egyes dipolokon bellli toltésparokral allitjuk, hogy semlegesitik
egymast, hiszen ezt ugyanolyan joggal megtehetnénk (akar az egy molekulan be-
IUli — a molekulat dipdlussa tevd — toltésparok, akar a szomszédos molekulak el-
lentétes el@jell toltésparjai nagyjabdl azonos tavolsagra vannak, ti. a molekula-
méret nagysagrendjébe esd tavolsagra). Az ennek megfelel6 képet a dielektrikum
jobb oldalan rajzoltuk meg, ahol kékkel azokat a tdltésparokat kereteztik be,
amelyek egy molekulan belll jottek létre. Ha azonban igy gondolkozunk — amit az
elébbi magyarazat fényében ugyanolyan joggal megtehetnénk —, akkor a fellle-
ten nem maradnak ,kompenzalatlan” toltések, s igy a fellleti polarizacios toltés-
slrliség fel sem 1ép!? Ebbdl is lathatjuk, hogy a fellleti polarizacios toltéssiriség
nem egy jelenség, hanem egy szamolasi segédeszkdz (ha ugy tetszik, modell-
kép), amelynek segitségével bizonyos esetekben (homogén elektromos mezdébe
helyezett dielektrikumban) nagyon egyszerlien meghatarozhaté a dielektrikum
belsejében kialakulé térfogati dipolmomentum-eloszlas altal keltett jarulékos
elektromos mez§ téreréssége.

(F DG DG DG D& DG DG DG DG DG D)
(F DG DG DE DE DXE DXE DG DE DXKE D
(F DG DG DG DE DE DG DG DE DE D)
(F DG DG DG DE DXE DXE DG DE DXGE D

Elektromos mez6 dielektrikumokban

Feladat

Hatarozzuk meg, milyen térerésséget hoz létre egy R sugaru, Q t6ltésti gémb, amely végtelen kiterjedés(i, homogén, izotrép dielektrikumban helyezkedik el!

Megoldas

A Gauss-torvényt a toltétt gombot koncentrikusan korilveve, r sugaru gdmbre felirva:

1 1 1 1 Q 1 L. & Q 2 K 1 ¢, =
4r’zE(r)=— pdV =—| pdV +—| p,dV +—0n dA=—=-—0@xE, dA+—|divPdV == -4r"'z—E(r)+—|divPdV,
( ) 50\'[ 50\'[ np go\'[ P 50? P & & ?T SO\J; £ £ ( ) 50\'[

Q
ahol kihasznaltuk, hogy P =xE, tovabba, hogy E, = E, mert E a gémbbdl kifelé mutat, és hogy az r sugari gémb felszinén E allandé. Ha specialisan r =R,

sRER) =21 [ divPdv - 4Rz E(R), ahol L [ divPdV =0, mert az R sugard gémbén belill P =0, hiszen ott nincs dielektrikum. Innen
& & £y o
VR < VR

4R*zE(R) 1.5 _Q = E(R :%:ik%.
£ | €o 4rey(1+ 2 )R & R
= Y — E,

x &,

x| =

A z=2 jellegtelen mennyiség (hiszen [«]=[%]) a dielektrikum polarizalhatésagara jellemzS, elektromos szuszceptibilitisnak nevezzik. Az
&o

& = 1+ -y x jellegtelen mennyiség ugyancsak a dielektrikum polarizalhatésagara jellemzé, relativ dielektromos allandénak nevezzik.
€o

Latjuk, hogy a gomb felszinén a térerésség i-s.zeres.e annak a térerésségnek, ami dielektrikum jelenléte nélkil lenne.

T

Feladat

Hatarozzuk meg a sikkondenzator belsejét kitolt6é dielektrikumban uralkodé térerésséget!

Megoldas

Az elrendezés szimmetridja miatt a térerésség a lemezek koz6tt homogén, s igy a polarizacio is homogén: P = xE. Elegendé tehat dielektrikumban talalhato-
toltések hatasat egy a dielektrikum hatarfeliiletére képzel toltéssirliséggel (fellileti polarizacids toltéssirliség) figyelembe venni. A lemezek kozott a térerds-
1Q_7n
&y &o

1 1 1
EA:;()(Q+77PA):;0(Q_ pnA)zg

ség vakuumban E = nagysagu lenne. Alkalmazva a Gauss-térvényt a Q téltésii kondenzatorlemezt koriilzaré felliletre:

(Q-«EA),

ahonnan
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A1+ X |-l o go L Q _1n
& | & I+ x8A & 5
—— —_— ——
z s E,

Altalaban is igaz, hogy a homogén, izotrép dielektrikum belsejében a térerésség i-szerese annak térer6sségnek, amit ugyanazok a toltések ugyanazon a
gl’

helyen vakuumban keltenének. Ezzel a megallapitassal a Gauss-tdrvény legaltalanosabb alakja homogén, izotrép dielektrikumra:

$EdA=——[pdV < ¢$DdA=|pdv
E.E

E 10 v F \%

ahol bevezettilk a D = ¢,¢,E, Un. dielektromos eltolodasi vektort. Latjuk, hogy dielektromos eltolodasi vektor a kozegen bellil is csak arra jellemz8, hogy milyen
toltések keltik az elektromos mezét (akar vakuumban, akar dielektrikumban) — képletesen szélva mondhatjuk, hogy az elektromos mez6 ,gerjesztésére”. A
Nm? N _ As

c? C m? .

dielektromos eltolodasi vektor Sl egysége a definiciojabol kiolvashatoan: [D] =, ][E] =

Bizonyithatd, hogy az elektromos mez6 energiasiiriisége dielektrikumokban:

1 =y 1 ==
=—¢g,6E"=—ED
PE 5 €0 5

Aramok szilard anyagokban (fémes vezet6kben)

Szilard anyagokban az atomtérzsek helyhez kotottek, nem ugy, mint a szilard anyagok egy részében (a vezetékben) a kémiai kotést biztosito elektronok egy
része, amelyek viszonylag szabadon mozoghatnak az atomtérzsek kézott. Ezek az atomtdrzsek kodzétt ,bolyongva”, idénként valamelyik atommal ltkézve
energiat vesznek at a rezg6 atomoktdl, illetve energiat adnak le azoknak, az egyes tkézések konkrét lefolyasatol figgéen. Hogy a szilard anyagban a gazré-
szecskékhez hasonléan mozgé elektronok 6sszessége (elektron-gdz) energiat vesz fel, vagy energiat ad le a kristalyracs atomjainak, attél fiigg, hogy melyik-
ben alacsonyabb az egy szabadsagi fokra jutd atlagos energia (= a kristalyracs vagy az elektrongaz hémérséklete magasabb-e). Az egyes elektronok mozga-
sat vizsgalva éppugy beszélhetiink dtlagos litk6zésmentes id6tartamrol, és dtlagos szabad uthosszrol, mint ahogyan az a gazrészecskékkel kapcsolatban
szokas a kinetikus gazelmélet keretében.

Ha a szilard anyagot kiilsé elektromos mez6be helyezziik, a szabadon mozgé elektronok rendezetlen mozgasara egy sodrodé mozgas szuperponalddik: a
termikus mozgasban ,nyuzsgd” elektronokat az elektromos térer6sség ahhoz hasonléan sodorja tova, mint egy nyari estén a vizparton 6sszeallt szanyogfel-
hét a hirtelen feltamadt konny( szellé. Az elektronok rendezetlen mozgasara szuperponalédé sodrédas az elektrongaz kdlcsonhatasat a kristalyraccsal csak
észrevehetetlen mértékben befolyasolja, mert az elektromos mezé altal 1étrehozott sebességjarulék (az atlagos itkdzésmentes id6tartam viszonylagos rovid-
sége miatt) nagysagrendekkel kisebb, mint a hémozgashoz tartozé sebesség. igy a kiilsé elektromos mezében sodrédé elektrongézban mind a szabad Gt-
hossz, mind az atlagos utk6zésmentes id6tartam ugyanannyinak tekinthetd, mint az elektromos mez4 jelenléte nélkul.

A kulsé elektromos mez6 hatasara bekdvetkezé sodrédas — szemben a hdmozgassal — rendezett jellegii: kdvetkeztében minden elektron azonos gyorsulassal
mozog. Az elektromos toltéssel rendelkezd részecskék ilyen rendezett mozgasat elektromos dramnak (vagy roviden csak dramnak) hivjuk. Szilard testekben
az elektromos aramot az elektrongaz rendezett elmozdulasa jelenti. Statisztikai atlagban mondhatjuk, hogy az egyes elektron sodrédasi sebessége a vala-
mely atommal tortént Gtkdzését kdvetéen az elektromos mezd hatasara folyamatosan né, majd ezt a sebességjarulékot az Ujabb Utkdzéskor elveszti (a vele
kapcsolatos mozgasi energia-tobbletet atadja a kristalyracsnak: a kristaly az aramvezetés kovetkeztében melegszik!), majd az elektron szempontjabél az
egész folyamat kezd6dik el6lrdl. Erre a képre (vagyis az elektrongaz-modellre) tamaszkodva el6szor is megvizsgaljuk, hogy a kiilsé elektromos mezd hatasa-
ra mennyi toltés aramlik at a vezet6 valamely fellletén.

Aramerb’sség, aramsiiriiség, ellenallas, Ohm térvénye

Az elektronra hato eré gE, aminek kévetkeztében a dinamika alaptérvénye szerint ﬂE gyorsulassal mozog. Ha két itkdzés kozott atlagosan 7 id6 telik el, az
m

elektron sodrédasi sebessége a kdvetkezé Utkdzésig v:%Er étékiire ndvekszik. Atlagos sodrédasi sebessége a két litkozés kdzott <\7> =% Er. dt id6 alatt

a vezet6 A keresztmetszetén azok az elektronok jutnak at, amelyek benne vannak az A‘(V)‘dt térfogatu hasabban. Ezen elektronok szama: nA‘(v)‘dt, ahol n
az elektronok térfogati siirisége. Az A keresztmetszeten dt id6 alatt athalado elektronok altal atszallitott toltés: nqA‘(V)‘dt. Felhasznalva az elektronok atlagos
sebességére kapott 0sszefliiggést, az A keresztmetszeten athaladé toltés:

o’z
2m

Lathato, hogy ez az eltelt idével aranyos. Az aranyossagi tényez6t dramerésségnek nevezzik, és altalaban | -vel jeldljuk: dQ=1dt. Az aramerdsség Sl egy-

dQ = ngA|(v)|dt = ngA—- Erdt = 9T Eadt.
2m

sége: [| ]=g =A, (amper).
S
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2
A fémes vezet6ben az aramerdsség: | :zq—EA, vagyis aranyos a felllettel. Az aranyossagi tényez6t aramsiriiségnek nevezzik, és altalaban j-vel jeldljuk.
m

Altalanosabban fogalmazva az dramsiiriiség az a mennyiség, aminek valamely feliiletre vett fluxusa az adott feliiletre vonatkozé aramerésség: | = J JdA. Az
F

aramsuriiség definiciojabdl fakaddan vektormennyiség, Sl egysége: [j]: iz Eredménylnk szerint fémes vezetében az aramsiriiség:
m

jo ng-r E,
2m
q2

vagyis minden helyen az ott fennallé térer6sséggel aranyos. Az aranyossagi tényezd (z-n és n-en keresztiil) az anyagi minéségtél figg: o =%nr, neve faj-

A A A
. ] m2 m?2 mf A S A . .
lagos vezetbképesség. S| egysége: [o-] =——=-""=—"—=——=——=— (ahol — =S8, siemens). A fajlagos vezetéképesség reciprokat (ami nyilvan szin-
[E]" N Nm vg Ve omo oV

C Cm ¢

tén az anyagi minéségre jellemz0) fajlagos ellenallasnak nevezzik: p:l. A fajlagos ellenallas Sl egysége: %:Qm (ohm-méter). A fémes vezetdbeli
e

arams(riségre nyert 6sszefliggést a fajlagos vezetéképességgel megfogalmazva:

—_
w

j=cE

Ez az 0sszefliggés az un. differencidlis Ohm-térvény.

Integraljuk a differencialis Ohm-térvény szerinti dsszefiiggést a vezet6 keresztmetszetére! Ha E a keresztmetszet minden pontjaban azonos, és meréleges a

fellletre, akkor IE@= EA, igy J.T@:JEA = | =oEA. Integréljuk most ezt az 6sszefliggést a vezetd hossza mentén! Ha o és E a vezetd hossza mentén
A A

[alg—"
|

allando, jldzz: j cEAdl = |jdf=aEAj dl = 10=cEAl. A vezetd két végpontja kdzott a potencialkiildnbség abszolutértéke: [U| =
4 v 1 0

—J' Edr‘ . Felhasznalva,
!

hogy E mindeniitt parhuzamos a vezetd tengelyével, =E/, s igy I(:UA\U\ = | :U%U , vagyis a vezet6 két végpontja kozott folyd aramerésség

—j Edr
.

aranyos a két pont k6z6tt fennall6é potencialkiilonbség abszolutértékével. Az aranyossagi tényezét vezetésnek hivjuk, értéke az anyagi minéségen tul a veze-

2
t6 hosszatdl és keresztmetszetétdl is fiigg: G = 0?. A vezetés Sl egysége [G] = [0]% = %% =S (siemens). A vezetés reciprokat a vezet6 ellenallasanak
nevezzik, Sl egysége: [R] = [1?] =Q (ohm). Az ellenallas definiciéjanak felhasznalasaval, | :lR\U\. Az ebben az dsszefliggésben szerepld potencialkulonbsé-

get és aramerdsséget egyarant szokas el&jelezni: a potencialkilonbséget akkor eljelezziik pozitivra, ha a haladas iranyaban csékken, az aramot pedig ak-
kor, ha a térer6sség a haladas iranyaba mutat (ellenkezé esetben negativra el6jelezzik 6ket). Az dsszefliggést az elbjelezett mennyiségekkel megfogalmaz-

| =1u
R

Ez az dsszefiiggés az Un. integrdlis Ohm-térvény (vagy egyszeriien csak Ohm-tdrvény). Ervényessége (mint a hozza vezetd meggondolasbdl lathato) vé-
kony, hosszu, fémes vezetére terjed ki.

Megjegyzés
2
— Az itt igen egyszerl formajaban bemutatott elektrongaz-modell alapjan a fajlagos vezet6képességre nyert 6sszefiiggésbdl (o‘ = Zq—nr) kiolvashato, hogy
m
a fajlagos vezet6képesség fligg a hémérséklettdl: ndvekvé hémérséklettel az elektronok (hémozgashoz tartozd) atlagos sebessége névekszik, mikdzben
a racsatomok tavolsaga csak kismértékben valtozik, igy az atlagos Utk6zésmentes id6tartam és vele egyutt a fajlagos vezetéképesség csdkken. Ez a azt
is jelenti, hogy ndvekvé hémérséklettel a fajlagos ellenallas ndvekszik. Bar a fajlagos ellendllas a hémérsékletnek korantsem linearis fliggvénye, a gya-
korlatban el6forduld viszonylag szlik hémérséklettartomanyban (~ 250 K — 320 K ) altaldban jo kozelitéssel linearisnak tekintheté: Ap = ap,AT. Az a-val

jelolt aranyossagi tényezét a fajlagos ellendllas hémérsékleti tényezéjének nevezziik, Sl egysége a definiciéjabdl kiolvashatdan e A fémes vezetdk

hémérsékleti tényezdje az el6bb elmondottak szerint pozitiv. Léteznek azonban negativ hémérsékleti tényez&ji anyagok is. Tipikusan ilyenek példaul a
félvezetbk, amelyekben az aramvezetésben résztvevé toltéshordozok koncentracidja névekvé hémérséklettel ndvekszik, mégpedig olyan mértékben, ami
az atlagos Utkdzésmentes id6tartam csékkenését tulkompenzalja, A(nz) > 0.

— Pozitiv és negativ h6mérsékleti tényez6ji anyagok egyittes felhasznalasaval olyan 6tvdzetek készitheték, amelyeknek a h6mérsékleti tényezdje (lega-
labbis egy bizonyos hémérsékleti tartomanyban) jo kbzelitéssel nulla. llyen 6tvozet példaul a konstantdan és a manganin. Ezeket gyakran hasznaljak
nagy teljesitményi (ezért er6sen melegedd) ellenallasok készitéséhez.
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— Az arams(ir(iség definicidjabdl latjuk, hogy az vektor jellegli, az aramerésség pedig (mint az aramsriiség fluxusa) eléjeles skalar, az el6jele attol fliggéen
pozitiv vagy negativ, hogy a fellletnormalis az aramsdriiséggel hegyes vagy tompaszdget zar be. A halézatok egyes agai mentén egy-egy nyillal megad-
va szokas bejeldlni az un. feltételezett aramiranyt. Valdjaban ezzel nem az aramiranyt, hanem az aramok szamolasakor hasznalt feluletnormalis iranyat
jeldljik be. Igy aztan nem meglepd, hogy esetenként a szamolas negativ dramerdsséget eredményez. Nem jelent ez egyebet, mint hogy az aramstiriiség
a bejeldlt felliletnormalissal ellentétes iranyu (a differencialis Ohm-tdrvénybdl tudjuk, hogy nyilvan azért, mert a térer6sség is ellentétes iranyu vele). Tény-
leges dramiranynak ezutan annak a fellletnormalisnak az iranyat tekintjuk, amely az aramsiriiséggel pozitiv fluxust eredményez. Mivel pedig a ohmos
tagokon az aramsuriiség a térer6sséggel egyiranyu, a térerésség iranyaban pedig a pozitiv téltések mozognak, mondhatjuk réviden azt is, hogy aram-
irAnynak a pozitiv toltések mozgasiranyat nevezzik.

— Mint a fentiekbdl kitlinik, az aramhoz rendelt ,irany” valéjaban nem is irany, hanem csupan egy eléjel, tehat az aramer6sség semmi esetre sem vektor (az
aramsUriség viszont az).

— A mérndki tankonyvek egy részében szokas kétféle aramiranyrdl beszélni: a fizikai aramiranyrél (ez megegyezik azzal, amirdl fentebb mi is beszéltiink),
és az un. technikai aramiranyrol (ami az elébbivel ellentétes). A technikai aramirany parazitafogalom (felesleges, csak zavart kelt), a tovabbiakban mi
nem hasznaljuk.

— Terminoldgiailag esetenként zavaro, hogy a halézatelméletben (és az elektronikdban altalaban is) egyarant ellendllasnak hivjak magat az alkatrészt
(amelyet abbdl a célbdl épitenek be, hogy rajta az atfolyd arammal aranyos fesziiltség essen), és az alkatrészt elektronikai szempontbdl jellemzé tulaj-
donsagot is. Igy aztan az olyan jellegi megallapitasokat is értelmesnek kell tekinteniink, miszerint ,ennek az ellenallasnak nagy az ellenallasa”. Az zavard
benne, hogy a mondatban kétszer el6fordul6 ,ellenallas” szé, mast jelent az elsd esetben, mint a masodikban. A szaknyelvben masultt is fel-felbukkan ez
a jelenség (pl. épitsiink be egy kapacitast, akasszunk a fonal végére egy tdmeget, stb.), de mig masutt ez a hiba kdnnyen javithaté (épitsiink be egy kon-
denzatort, akasszunk a fonal végére egy testet), az ellenallassal kapcsolatban mindig csak a szovegkdrnyezet adhat eligazitast arra vonatkozéan, hogy
benne a szé melyik jelentésben szerepel.

Az elektromos dram teljesitménye, Joule—Lenz-torvény

Tekintsiik a vezet6 valamely dV térfogatat! Ebben dt id6 alatt egy elektron g-szor tkdzik a kristalyraccsal, s az elektrongaz-modell szerint, statisztikai atlag-
T
ban minden ilyen Utk6zés alkalmaval elveszti azt a jarulékos energiat, amelyet az elektromos mezdbdl vett fel a két Utkdzés kozott:
2 2 2
1 1 _ 1 .
Em\/2 =5m[E Er} =Ei E272. igy dt id6 alatt egy elektron dsszesen %q— g2 4t energiat ad at a kristalyracsnak, a dV térfogatban talalhaté ndv darab
m m m T

2
elektron pedig %q— Eer%ndV -t. Mivel kristalyracs ebbdl fakadé energianévekmeénye a kristaly belsé energiajat ndveli, ez az energiakdzlés héfejlédést jelent:
m

2
Q=9 nrE2aV dt = cE2dV dt,
2m
P
—
ahol d'Q a kristalyracs dV térfogataban dt id6 alatt felszabaduld hé. Latjuk, hogy a héfejlédés aranyos az eltelt idével: d'Q = cE*dV dt = Pdt. Az aranyossagi

2
tényez6t elektromos teljesitménynek nevezziik: P = cE2dV . Kihasznalva, hogy dV = Ad/, irhatjuk, hogy P=cE>Ad¢ :Ud—';(Ed()2 :U? =Ul = I°R. A teljesit-

mény Sl egysége: [P] =VA=W (watt). A P=gE> dV 6sszefiiggésbdl kiolvashatjuk, hogy a teljesitmény aranyos a térfogattal. Az aranyossagi tényezét telje-
P

sitménysiiriiségnek nevezzilk, és altalaban p-vel jeldljik: P= pdV. A teljesitménysiriiség Sl egysége: [p] :Ey Ezzel
m

p:o'E2

Ez az un. differencialis Joule-Lenz-térvény. A

U2
:?:

P Ul =1°R

Osszefiiggést integralis Joule-Lenz-térvénynek nevezziik.

Aramkéri térvények

A kontinuitasi egyenlet
Egy zart fellleten belll talalhaté toltésmennyiség a toltésmegmaradas miatt csak annyival valtozhat meg, amennyi a fellleten ataramlik. A dA fellletdarabon

dt id6 alatt dAvdtnqg toltés 1ép ki a zart fellleten keresztil. A bennmarado téltés megvaltozasa és kilép6 toltések dsszege nulla: J%f;zl{dv +<.[>pm/\7@\= 0.A
—_—
Y F

v p
-

aQ -dQ
fellleti integralt atirva térfogatira:
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japdV+Id1v (pV)dV =0 = j( +d1V(pV)JdV:O.
\%
Mivel ez tetszoleges integralasi tartomanyra teljesul, az integrandusnak is nullanak kell lennie:

op .. N op . -
—/— +div(pvV)=0 <& ——+div]|=0
o av(eY) o

Ezt az 6sszefliggést kontinuitdsi egyenletnek hivjuk.

A Kirchhoff-térvények

al: an

Mivel fémes vezetében az elektronsiirliség allando, qg =0, igy

div(pv)=0 = [div(pv)=0 = ¢pvdA=0.
\ F

Ha a toltésaramiés a zart feliilet néhany darabjara korlatozodik, g pvdA= [ pvdA+ [ pvdA+ ...+ [ pudA=0, vagyis a hélézat barmely térfogatabdl kifolyé ara-
F

mok dsszege nulla:

S, =0
k=1

Ezt az 6sszefliggést Kirchhoff I. térvényének nevezzik. Mint latjuk, 1, elbjele attdl fligg, hogy v a feliiletbdl kifelé (ekkor pozitivra valasztjuk), vagy befelé
mutat (ekkor negativra valasztjuk). A zart fellilet altal a vezetékekbdl 6sszeallitott haldzatbdl kivagott részt vagatnak nevezzik. Ha a zart felllet ugy huzhato

n

ossze egyetlen pontra, hogy a rajta atlép6é aramok kézben valtozatlanok maradnak, a vagatot csomépontnak nevezzik. A ZIk =0 Osszefliggést szokas va-
k=1

gat- vagy csoméponti térvénynek is nevezni.

Elektrosztatikus mez6ben zart gérbe mentén a térerésség integralja nulla volt: SBEdF =0. Ha ez nullatél kilénb6z6 lenne, egy toltést a zart gérbe mentén kor-

bemozgatva energiat vehetne fel az elektromos mez&bél, de mert egy kérlljaras soran minden mas valtozatlan maradna, ez ellentmondana az energiameg-
maradas térvényének. Ugyanez a helyzet akkor is, ha az elektromos mez&ben mozgé téltések is vannak ugyan (vagyis, amikor a mez6 nem sztatikus), de a
térer6sség minden helyen allandé. Ekkor persze a differencialis Ohm-térvény szerint az aramok is minden helyen id6tél figgetlennek bizonyulnak. Az ilyen
aramokat (amelyeknek er6ssége az id6tél figgetlen) staciondrius daramoknak nevezzik.

Stacionarius aramokkal atjart vezetd rendszerben zart gérbe mentén is teljesil, hogy (j)Edr =0. Ha az integrandus csupan a zart gérbe néhany szakaszan ku-

G
16nbdzik szamottevéen nullatol, célszeri az integralast szakaszokra bontva végezni: gSEdr = _[ Edr + I Edr +..+ I Edr = 0, vagyis a stacionarius aramokkal at-

G 14 0, n
[EE— [E—
-uU -u

1 2 n

-uU
jart halézatokban barmely zart gérbe mentén a fesziiltségesések elbjelezett 6sszege nulla:

k=1

Ezt az §sszefiiggést Kirchhoff Il. térvényének nevezzik. Mint latjuk, U, elSjele attdl figg, hogy a kérilljaras soran E-vel egyiranyban haladunk (ekkor a fe-
sziiltség el6jelét pozitivra valasztjuk), vagy vele ellentétesen (ekkor negativra valasztjuk). A vezetékekbdl osszeallitott haldzatbdl kivalasztott zart gorbét hu-
roknak nevezziik. Szokas ezért Kirchhoff Il. torvényét huroktérvényként is emlegetni.

Megjegyzés
— Elterjedten szokas Kirchhoff I. térvényét abban a formaban megfogalmazni, miszerint: ,a féagban folyd aram egyenlé a mellékagakban folyé aramok 6sz-
szegével’. Bar ez a megfogalmazas helytallé abban az értelemben, hogy a Z I, =0 dsszefluggésbdl barmelyik aramot kifejezhetjuk 1, Z I, sazt
k=1 k=1,k=m

nevezhetjiuk akar féagban folyd aramnak is, mégsem szerencsés, mert azt a hamis latszatot sugallja, hogy minden hal6zatban van egy kituntetett ag (ti.
amit féagnak nevezilnk), s a térvény alkalmazasakor ezt kell megkeresnunk, hiszen errdl allit valamit a térvény. Marpedig ez nem igy van: a halézatok
agai a Kirchhoff-torvények alkalmazasanak szemszdgébél egyenranguak! Ha pedig igy szemléljuk a biralt megfogalmazast, s hozzatesszuk (vagy csak
hozzagondoljuk), hogy a vizsgalt vagat altal generalt agak kozul azt nevezzik féagnak, amelyiket akarjuk, akkor ugyanilyen joggal fogalmazhatnank ugy
is, hogy ,a legszebb agban folyé aram egyenlé a csunyabb agakban folyd aramok dsszegével’, hozzatéve még természetesen, hogy a legszebb ag az,
amelyiket annak valasztjuk. Fizikai torvények (és persze a bel6lik fakadd aramkéri térvények) esetében ilyenfajta — kdnnyen félresiklo — megfogalmaza-
soknak helye nincs!
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— Elterjedten szokas Kirchhoff Il. torvényét abban a formaban megfogalmazni, miszerint ,zart aramkorben az elektromotoros erék ésszege egyenlé az RI

n m
szorzatok 0sszegével: ZUe,k = Z Rl . Szemben az els6 torvénynél elemzett, nem igazan szerencsés megfogalmazéassal, ez mar tényszerien is hibas
k=1 k=1

— legalabbis abban az értelemben, hogy megengedhetetlen mértékben beszikiti a térvény hasznalhatésagat, és ezzel alkalmatlanna teszi az aramkorok
targyalasara. Leginkabb azzal, hogy azt a latszatot kelti, mintha egy hurok mentén csak kétfajta fesziltségesésrél beszélhetnénk: elektromotoros jellegii-
rél (ennek mibenlétét a kétpdlusok kapcsan targyaljuk majd), és az ohmos ellenallasokon esé fesziiltségrél. Ha ezt a megfogalmazast tekintenénk Kirch-
hoff 1l. tdrvényének, hasznalatat ki kellene zarnunk minden olyan halézat esetében, amely kondenzatort, aramgeneratort, diodat, tartalmaz, vagy akar
csak egy kapcsolét (ha megengedjik, hogy az nyitott allapotban is lehet)! Marpedig ilyeneket tartalmazoé halézatok is vannak, amelyek mikodését ugyan-
csak a Kirchhoff-torvények alapjan lehet (és kell) targyalni! Megjegyezziik még, hogy az ezen megfogalmazassal kizart halézati elemek kozott most meg
sem emlitettiik azokat, amelyeket ebben a félévben nem targyalunk (pl. tranzisztor, tirisztor, miveleti er&sitd, stb.).

Szokas prébalkozni az atgondolatlansagbol fakado térvénymegfogalmazas problémainak olyan uton térténd kikiszobolésével, hogy minden fesziltseget
megkisérelnek elektromotoros jelleglinek (pl. a kondenzatoron és a tekercsen esé fesziltséget egyarant), ill. ohmikus feszlltségnek értelmezni (pl. a kap-
csolon vagy a diddan esé feszliltséget is). Ez azonban részben nehezen kdvethetévé teszi a targyalast (mert egy-egy aramkori elem folyton valtozé — az
aramtol vagy éppen a fesziltségtol fliggd ellenallasardl kell beszélni), masrészt vannak olyan helyzetek, amelyekben ez a médszer sem vezet eredmény-
re, mert pl. nehéz megmagyarazni, hogy a nulla aramot vezetd, végtelen ellenallasu kondenzatoron (vagy egy nyitott kapcsolén) miért esik most éppen
10 V feszlltség, bar lévén a 0-c0 matematikai értelemben hatarozatlan kifejezés, akar irhatjuk is, hogy 0 A- Q =10 V. De ugyanilyen megfontolassal
természetesen irhatnank azt is, hogy 0 A -0 Q =20V, vagyis annak eldontésére, hogy a Il. térvényben mekkora feszlltséget kell szerepeltetniink, még-
iscsak a kétpolust definialo karakterisztika (. majd a kétpolusoknal) latszik alkalmasnak inkabb, igy aztan sokkal hasznosabb, ha az iménti megfontolaso-
kon val6 téprengés helyett abban a formaban hasznaljuk Kirchhoff II. térvényét, ahogyan azt fentebb megfogalmaztuk. Es mellesleg az altalunk adott
megfogalmazas még egyszer(bb is...

Relativisztikus mechanika, Lorentz-transzformacio

A mechanika térvényei a klasszikus fizika szerint minden inerciarendszerben egyenértékiien teljestilinek (nincs kitlintetett vonatkoztatasi rendszer). Most révid

kitekintésként — aminek az eredményét erésen ki fogjuk hasznalni — megvizsgaljuk, hogy 0sszhangban van-e ez a megallapitas a tapasztalatokkal. Ennek

kezdd lépeseként tekintsiink két inerciarendszert: K-t és K'-t, amelyek egymashoz képest allandé sebességgel mozognak! Az egyszeriiség kedvéért valasz-
v

szunk olyan koordinatarendszereket, amelyeknek tengelyei parhuzamosak, és legyen K’ sebessége K-ban v=| 0| (mert igy sebességét egyetlen kompo-
0

nenssel adhatjuk meg!). Ekkor

AX=AX+VAt', Ay=Ay', Az=AZ, és At=At'; és AX' = AX—VAt, Ay = Ay, AZ = Az, és At' = At.

AX AX' AX— VAt Ax
At At At At gy
igy, ha egy test sebessége K-ban w= Ay , akkor K'-ben W = Ay S A LAY 0|=W-V.
At At At At
Az AZ Az Az 0
At At At At

Ez az un. Galilei-transzformdcié: koznapi sebességek esetén a tapasztalat maradéktalanul igazolja, a fény terjedésére azonban nem! A mérések szerint a
fény minden inerciarendszerben c=3-1082 nagysagu sebességgel terjed. Hogy ezzel a tapasztalattal 6sszhangba kerilhessunk, altalanositsuk a Galilei-
S

transzformacié tavolsagokra vonatkozé megallapitasait, és vegylk figyelembe, hogy a fény mindkét vonatkoztatasi rendszerben azonos nagysagu sebesség-
gel terjed:

Ax=K(AX' +VAL'), Ay=Ay', Az=AZ'; AX =k(AXx—VAL), AY' = Ay, AZ' = Az.
Ha a fény K-ban a valamely két pont kozétti Ax tavolsagot At id6 alatt futja be, K'-ben pedig az ugyanezen két pont kozétti Ax' tavolsagot At' id6 alatt, akkor

At= % és At' :AC—),(. Ezeket az altalanositott transzformaciés formulakba behelyettesitve:

Ax=K(AX +VAt') = k(Ax'+vAX j: kAx’(H%); AX = k(Ax—VAt)= k[Ax—vgj = kAx(l—Y),
C Cc c

'

ahol c a fény terjedési sebessége K -ban, ¢’ pedig K'-ben. Ezekbdl

AXAX = kAx'(1+1,j kAx(l —!) = szxAx’[l +le(1 —!).
c c c c

Felhasznalva azt a tapasztalatot, hogy c=c',
2

1= k2(1+¥J(1—¥j=k2[l—%J = k="
c c [

Ezzel az elmozdulasokra vonatkozé transzformaciés formulak:

T
3
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1 ' ' ' 1
Ax=——(AX +VAt') AX = (Ax—VAt).
v s
= -z

Ebbél azonban kideriil, hogy az idétartamok is transzformalodnak: Ax=k(AxX +VAt') = At’ :ikv(Ax— kAX'). Behelyettesitve AX' értékét:

VZ
3= 7
AV =1 AX=K? (Ax=VAL) | = - (Ax—I¢ Ax+ KPVAL) = KA+ X (1-K7) = kat+ 22 1 [ _jat+ 2| €~ :kAt—ﬂVTk\&:k(At—lexj.
kv | kv kv kv v kv v k¥ ¢ c
AX 1_072 o
—
e
Hasonléan:
AX =K(Ax—VAt) = At=$(Ax+ kAX'),
AN
-5 7
A=l oaxsk? (AX'+VAt") =i(—Ax’+k2Ax'+k2vAt’)=kAt'—g(l—k2)=kAt—g L okat- & e XX v k‘*:k[Au%ij.
kv ] kv kv kv v kv v Xy c c
X - —
c ¢

Osszefoglalva az elmozdulésokra és az id6tartamokra nyert transzformaciés formulakat:

AX = (AX +vAt") Ax’:#(Ax—vAt);
s v
- -
1 v, L1 v
At = At' +— AX At' = At——AX|.
v c v c
= -

E transzformacios formulakat Lorentz-transzformaciénak nevezziik.

Specialis esetek

ha At=0 = AX = AX —, tavolsag-kontrakcio,
v
Ve
, At s et n
ha Ax=0 = At'= =, id6-dilatacio.

\%
==
c

Sebességtranszformacio

Feladat

\'

Legyen egy test sebessége a K rendszerben W, a K’ rendszerben pedig W, mikdzben a K’ vonatkoztatasi rendszer K-ban v =| 0 | sebességgel mozog! Ha-
0

tarozzuk meg w-t w-vel kifejezve!

Megoldas

Az elmozdulasokra és az id6étartamokra vonatkozé transzformaciés formulak felhasznalasaval:
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Ay1v2W v

oY Ay AV @&
y ' Y Ax v ’
At ! (Atflexj l-—=— 1——wy
) V2 c c At C
CZ
Az |V v
! > WZ 1_7
AZ AZ At c?
Wm T T v v Ax v
[At——zAx) l-—5— 1-=w
V2 C ct At C
==
c

=l
]

A tdbmeg transzformdcioja

Feladat
irjuk fel két azonos témegl, ellentett vektorli sebességgel egymas felé mozgé test rugalmas iitkdzésében bekdvetkezd sebességvaltozasok komponenseit
abban a vonatkoztatasi rendszerben, amelyben a sebességvaltozasok tengelyiranydak!

Megoldas
Az Utkdzés elbtti sebességeket jeldljik W, és Wg-vel, az Utkdzés utaniakat pedig Gj-val, ill. Gg-vell! A lendiletmegmaradas térvénye szerint
my (Oy — W, ) =—mg (0 — Wy ), az (tkdzés rugalmas jellege miatt u, =w,, és u; =w;. A feladatszévegnek megfeleléen valasszuk a koordinatarendszer y-

tengelyét az 0y —W; irdnnyal megegyezének!

Mivel a két test egymas felé halad, W, =W, vagyis Wy, =—Ws,, W, =—Wg, . A feladat szvege szerint a sebességvaltozas y iranyu y
Uy — Wy, =0, tehat u,, =w,,. Az (itkdzés rugalmas jellege miatt u=w, vagyis }é\{+ Uy :yy?A<+ Wy - Innen Uy, =2w,, Uy, =-w,,. \
A lendiiletmegmaradas térvénye miatt Oy — Wy =—(0, —W, ), S igy Uy— W, \\ K
Uy — Wy = _(qu _WAx) =0 = Ug, =Wg,; Upy —Wgy = 7(uAy JrWAy) = 2WAy = Ugy = 2W/\y + Wgy =Wy -
NI “wy,
-2w,,
Osszefoglalva

_ WAX WAx
W, =

Wy W,y )’
. = Wax WAx

A —Wy, Wy

0

a, —W, = .
~ [’2WAy] o [ZWAVJ

Feladat
Hatarozzuk meg két azonos témegd, ellentett vektori sebességgel egymas felé mozgo test rugalmas utk6zésében bekdvetkezd sebességvaltozasok nagysa-
ganak aranyat abban a vonatkoztatasi rendszerben, amelyben az ttkdzés el6tt az egyik test tengelyiranyban mozog!
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Megoldas

Mozogjon a feladatszoveg szerint az Ujabb koordinatarendszerben (K') az A test az y'-tengely irdnyaban, azaz legyen a K’ (a mozgd vonatkoztatasi rend-
szer) sebessége K-ban v=w,,! Ezt kihasznalva a transzformélando sebességek:

sl )
oo ()

A mozgoérendszerbeli sebességek meghatarozasahoz alkalmazzuk a sebességtranszformaciora nyert 6sszefliggést:

Wax —V v-v Uax —V v-v
2 - 2
1- Y wy, -2 0 - Uy -2 0
) c c w,, ) c c Wy,
\/\/A = 2 |= Vv = | U,'A = V= 2 >
Wy l—c—2 Wy l—c—2 v Upyy/l——= “Wyya/l—— na
- ’ ¢ - ¢
— 7 Wax 1-— Uay -
2 02 2 CZ
Az A test Utk6zés el6tti és Utkdzés utani sebességének ismeretében az Gitkdzésben bekdvetkezé sebességvaltozas: y
0-0 0
w -w 2w,
Uy - W, =| == -—2L |- S
V2 V2 V2 K
I-— I-— 1-=
c c c
Transzformaljuk ezutan a B test sebességeit a mozgd vonatkoztatasi rendszerbe:
W, —V V-V -2v Upy —V V-V -2v
v V2 V2 v V2 v X
1-—wg 1+— I+— 1—— Uy 1+ 1+
CZ X 2 C2 CZ CZ C2 ‘
¥ = 1V2:w1"2:w/1"2’ lj;3:“\/1"2:W\/1Vz:w1"2' |
Wayy[1 T 2 1T 2 w1 2 B\ T 2 [T 2 [T 2 N A
v V2 V2 v v V2 N 1
l1-— 1+ 1+ l1-—u 1+ 1+ 1
CZ \NBx CZ C2 CZ Bx Cz Cz :
igy a B test sebességvaltozasa a mozgé vonatkoztatasi rendszerben: y v N ‘,/Ax
(a koordinatarendszer
-2v. Qv 1 sebessége)
VZ V2 0 AWB A !
I+— l+— )
c 2
Oy — VWi = 2 2 2Wyy 1=
Wy l—c—2 Wy 1= )
2 2 1+ & 7
I+— I+— = =~ X
c Wa Wy
Felhasznalva az itt nyert sebességvaltozasokat, a sebességvaltozasok nagysaganak aranya K'-ben:
5 ) Vv AW,
P e
720 , S\ 5\ 5
v % \%
I 1+ - 1-— l+—| —4—
|05 — | _ [ c) _ c ¢ _
) — W, | 20 v v Y AL
% 1+ - 1+ -~ 1+ -
V2 c c c
-
c
. - . . . -2v . . .
A B test mozgd vonatkoztatasirendszerbeli sebességének x-komponensére a wj, =——- eredményt kaptuk, az A testre pedig W), =0-t, igy ezeket a sebes-
1+ V—z
c

ségvaltozasok nagysaganak aranyara kapott 0sszefliggésbe behelyettesitve,
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A klasszikus mechanika szerint a lendiletmegmaradas toérvénye mind az allé, mind a mozgd vonatkoztatasi rendszerben teljesul:

- o Up —Ws| _m, - G LN

K-ban: m, (0, —W, )=-mg (U - W) = ‘41374:— =1 K'-ben: m, (U} —W, )=-my (0 -W) = ———r=—""

oy -y | my oy -, | my

ahol kihasznaltuk, hogy azonos tdmegu testek Uitkdzését vizsgaltuk. Ugyanezen sebességvaltozasok nagysaganak aranya azonban a mozgé vonatkoztatasi
rendszerben nem 1-nek adodik:

oy _
Ug —

=1,

2

_ Wex

m G-V V¢
ay — W, 2

mg ‘A A‘ 1_WAX
C2

sigya Iendijletmegmaradés torvénye csak a kdvetkez6 formaban tarthaté fenn:

’— - W[ = {—2 | — W,
%X W/\X

Az |ranyokat is figyelembe véve:

SN

Ez azt jelenti, hogy a lendlletmegmaradas torvénye csak akkor tarthaté fenn, ha a testek tomegét sebességfliggének tekintjik:

m, (K") = M |~ Wy és my(K) = LKz)ugfwB,
,ﬂ lfﬂ
c? c?

ahol m, (K) és my(K) az A és a B test K rendszerben értelmezett tdmege, m, (K') és mg (K') ugyanezen testek K’ rendszerben értelmezett tdmege, W,
és w, pedigaz A és a B test K'-beli sebességének x komponense. A kapott eredményt altalanosan megfogalmazva, egy test témege

ahol m, a test klasszikus fizika szerinti (megszokott értelemben vett) 4n. nyugalmi témege, v pedig a test sebességének nagysaga az éppen hasznalt vonat-
koztatasi rendszerhez viszonyitva. A bemutatott meggondolas eredményét 6sszegezve mondhatjuk, hogy a lendiletmegmaradas csak akkor allhat 6sszhang-
ban a Lorentz-transzformacdval, ha a testek tdmegét sebességfiiggének tekintjik a fenti 6sszefliggés szerint. Azt a targyalasi médot, amely figyelembe veszi
a fény minden inerciarendszerbeli azonos nagysagu sebességgel torténé terjedését, relativisztikus mechanikanak nevezziik.

Megjegyzés
A klasszikus mechanika relativisztikus korrekcidi a kdznapi tapasztalatok szempontjabdl altalaban elhanyagolhatdk, mert minden esetben l—ﬁ2 alakban jelen-
c

nek meg, ami a k6znapi sebességek tartomanyaban csupan elenyészd korrekciot jelent, hiszen ha v< IOOE,

s
10*
v S | T 13
17*2177:176107 =1-10""=10,999 999 999 999 900 = 1.

2
C
9‘1016%
S

Az elektrosztatikus erétorvény relativisztikus korrekcioja, magneses mezé6

Feladat

Hatarozzuk meg egy végtelen hosszu, egyenes, 1 vonalmenti toltéssirliségl vezet6tdl r tavolsagban a q toltésl prébatest gyorsulasat a vezeté6hoz képest
nyugvo és egy a vezetéhoz képest v nagysagu, a vezetével parhuzamos sebességgel mozgo vonatkoztatasi rendszerben!
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Megoldas

A vezet6hoz képest nyugalomban Iévé vonatkoztatasi rendszerben a térer6sség meghatarozasahoz vegyik koril a vezetét egy ¢ hosszisagu, a vezetéhdz
képest koncentrikusan elhelyezked6 hengerrel, és alkalmazzuk a Gauss-torvényt! A hengerszimmetria miatt a henger palastjan a térer6sség mindeniitt radia-
1

lis, és azonos nagysagu: E(r)=E(r). Ezt kihasznalva: E(r)2rz¢ :LM = E(r)=
A &y h(; & 27 I'X
QD0

AX =2k i. Mivel E(r) a vezetSre meréleges,
r

e
!

S

Ec(r)=0,és E/(r)= E(r):zk%.

A vezet6tél r tavolsagra l1évé pontban a g toltési probatestre az elektromos mezé az elektromos mezd erétérvénye szerinti erét fejt ki: Fy(r) :zkiq, igy a
r

probatest gyorsulasa a vezet6hdz képest nyugvd inerciarendszerben (K) a dinamika alaptorvényé szerint: a, :zkiﬂ. A vezet6hoz képest v nagysagu se-
rm

q

bességgel mozgd vonatkoztatasi rendszerben ugyanez a gyorsulas ugyanilyen modon: a; :2ki,—,, ahol a vessz&s mennyiségek a mozgd vonatkoztatasi
r''m

rendszerbeli értékeket jelolik. Hatarozzuk meg a vesszés mennyiségeket (= transzformaljuk az erétérvény valtozéit a mozgé vonatkoztatasi rendszerbe):
— r'=r, mert atavolsag L v-re,

' gt v , A
-Q=Q = AM=AAM'=XAL[l-— = A=

C VZ

/1—C2

lasztasatol: a toltés un. Lorentz-invarians mennyiség,

, mert a hianyzé vagy feleslegben Iév6 elektronok szama nem fiigg a vonatkoztatasi rendszer va-

—m=_ - a tdmeg transzformaciojara vonatkozé eredményiink szerint.
%
1-
e
Ezek felhasznaléasaval,
A
2
A’ R A
' q q q
=2k=——=2k = 2k===a,
B r'm r m rm 7

A dinamika alaptérvénye mindkét rendszerben ugyanazt a gyorsulast szolgaltatja. Ugyanakkor a gyorsuldas mégsem lehet azonos a két vonatkoztatasi rend-

/ ’ 2 2
szerben, mert a Lorentz-transzformacié szerint dt’ = at ,igy Vi = dy' = drl :di' o4 _dr fl—v—z =V 1—V—2. Hasonloan
V2 dt’dt’ dt dt dt c c

1= 2
¢ -V
CZ

2

d[vy 1—\/2]

a{, =dA=7C 1_ﬁ=a 1_ﬁ =a)f,er616rvényszerinti ]_ﬁ
dt’ dt cz Y Cz C2 ’

azaz az igy kapott eredmény ellentmond az erétdrvény valtozoinak transzformalasabol nyert eredménynek. Melyik a helyes? Mivel az utdbbi kdzvetlen logikai

kovetkezménye annak a sokszor ellenérzétt tapasztalati ténynek, hogy a fény minden inerciarendszerben azonos nagysagu sebességgel terjed, az utébbi a
helyes.

nek tartalmaznia kellene egy a rendszer valasztasara vonatkozé adatot. Az elektrosztatikus erétdrvény azonban nem ilyen! A korrekcios tag itt:

2
r korrekeio _ A erétorvény szerinti
% =% :

c
ami valéban tartalmazza a vonatkoztatasi rendszer valasztasara vonatkozé adatot, ti. v a valasztott vonatkoztatasi rendszer sebességének nagysaga.

A korrigalt er6térvény

Az el6bbiek szerint az elektrosztatikai er6torvény mozgoé vonatkoztatasi rendszerben csak akkor ad helyes eredményt, ha kiegészitjik egy a vonatkoztatasi
rendszer valasztasatol fliggd korrekcids taggal:

- - ” - - » 2 V2 2
Fy/ — Fy/ elektrosztat. er6torv. szerinti + Fy, korrekeié _ m (a\;elektroszta(. erétorv. szerinti + a\;korrekclo ) —2kZ q-— 2k q
r C2 r'

—
erétorveny korrekcids
szerinti erd
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dQ dQ°

A’dvd’ ‘e Avat ned! AA’ ds'
A mozg6 vonatkoztatasi rendszerbdl a toltétt vezetd aramnak latszik, amelynek eréssége: |'= tht, ne_ V\dt\,;]; — = ndew V=/1’v. Ezzel a korrekcios
eré:
Domekeis | 2KA' V2 k1 ol
Fy o = — = —=-2——0qv= 2k - Qv ,
c c -

—— test
koriilmények jellem-
jellemzdje  zdje

ahol k" :%. Olyan ez, mintha magat a korrekcids erét is egy mez6 keltené, amelynek ,térer6ssége” 2k*L.

c r

A tovabbiakban elhagyjuk a vonatkoztatasi rendszer valasztasara utaldé vesszét, és a korrekciét mint egy Ujabb mezé (= mdgneses mezd) megjelenését

szemléljik, a korlilményeket parametrizald tényez&t, amit azonban nem az igy értelmezett mez6 térer6sségének neveziink (bar sok szempontbdl ugy lenne
logikus), hanem mdgneses indukciénak.

F

mégn.,y ~

—=T (tesla).
m Am* Am* m’ ( )

[K][1]_cc A_NSA_NA _ 1 _VAs_Vs
m

= Fmégn.' 1v, ami Fmégn.

ként definialjuk), F ., = V=B, vagyis F ., , =0d(V,B,-VB,), ami most v, =0 miatt az F,,

es vy =V, Fmaign.

és v kapcsolataban kiils6 szorzatot sejtet. Ha B-hez iranyt is rendeliink (= vektor-
—-qv, B, eredményt adja. Ezt a kapott eredménnyel 6sszevet-

Mivel a vizsgalt feladatban F, ,

dgn.,y —

ve leolvashatjuk, hogy B, = 2k*L, ami azt jelenti, hogy a feltevés (miszerint B-hez érdemes iranyt is rendelni) termékenynek bizonyult. A jelen példaban B-t z
r

iranyunak érdemes vélasztani, vagyis v-re is, F-re is merélegesnek, mégpedig Ugy, hogy v, B, F jobbsodrasu legyen, hiszen v, <0 mellett igy adodik
F > 0-nak. Ez az ut mas esetekben is kdvethetd, vagyis altalaban is mondhatjuk, hogy

magn.,y
Fm = qv X B . B

4
— — B N B /
ahol F, -et mdgneses erének, B-t magneses indukcionak nevezzik, és az aramatjarta vezet6 korul kialakulé6 magneses mezé olyas- ‘C >§
B

féle jellemzéjének tekintjik, mint az elektromos térerésséget az elektrosztatikus mezé esetében. Ebben az ¢sszefuggésben v a q tol- N
tésl test sebessége a valasztott inerciarendszerben, s mint ilyen a vonatkoztatasi rendszer valasztasatol fligg.

A magneses mezd altal kifejtett erére vonatkozd 6sszefliggést Lorentz-torvénynek nevezzik (az altala szolgaltatott erét pedig igen
gyakran Lorentz-erének).

Osszefoglalva
A hosszu, egyenes vezetd altal keltett magneses indukcié minden pontban meréleges a vezet6re, nagysaga a vezet6tél mért tavolsag-

tol fligg: B(r)=B(r)= 2%', B minden pontban meréleges a vezetére, és az aram iranyaval Un. jobbcsavart alkot.
cr

Megjegyzés
— Mint azt mar korabban megjegyeztik, a relativisztikus korrekciok altalaban elhanyagolhatdk, hiszen ,emberléptéki” sebességek
2
esetében l—v—2 igen jo kozelitéssel (messze a mérési pontossagon beliil!) 1-nek tekinthetd. Ezek utan legalabbis meglepd, hogy a F_ F+ F
c
gyakorlati életben oly nagy szerepet jatsz6 magnesség nem egyéb, mint az elektrosztatikus erd relativisztikus korrekcidja. Raada-
sul magat az elektrosztatikus erét a gyakorlati életben alig-alig veszink észre! Ennek magyarazata abban rejlik, hogy a gyakorlat-
ban téltetlen testek fordulnak el6: a pozitiv és negativ téltéshordozok egyenlé szamban vannak benniik (még az aramot vezet6 hu-
zalban is!), igy aztan a toltéshordozéktol szarmazoé elektromos erék nullara 6sszegzédnek. Ez az 6sszeg azonban két igen nagy,
ellentétes iranyl erébdl all el6 (a toltéshordozok szama ~1021), amelyek kéziil barmelyik igen kicsiny megvaltozasa is szamottevé
lehet (legalabbis a korabbi 6sszeghez mérten, ami nulla volt!). A fémes vezetékben folyd aramok pedig éppen ilyen jellegliek: a R
vezetékben mozgd elekironok altal keltett térer6sség nagysaga igen kis (relativisztikus) mértékben eltér a racsionok altal keltett 1 Fk0ff
térer6sségétdl, ami a korabbi nulla 6sszeget észrevehetéen megvaltoztatja. Ezt érzékeljuk magneses kolcsénhatasként. -

— Ahogyan az elektromos mez6t szokas erévonalak rajzolasaval szemléletessé, képszerlivé tenni, ugyanugy szokas a magneses mez6hoz indukciévona-
lakat rajzolni. Ennek szerepe és hasznalatanak korlatai pontosan azonosak az er6vonalakkal kapcsolatban elmondottakkal, igy ezeket itt nem ismételjiik
meg.

— Imént kapott eredménylinket az indukciévonal fogalmaval megfogalmazva mondhatjuk, hogy a végtelen hosszu egyenes vezeté magneses mezdjének
indukciévonalai a vezet6t jobbcsavarként 6vezé koncentrikus korék, amelyek kdézéppontja a vezetére illeszkedik.
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— Ahogyan az erévonalakat szokas ,kisérletileg kimutatni”, ugyaniugy a magneses mez6 indukciévonalaival kapcsolatban is szokas bizonyos jelenségkort
bemutatni, aminek eredményeképpen az indukciévonalakhoz hasonlatos abrak rajzolédnak ki (pontosan azonos mechanizmus alapjan, mint az erévona-
lak esetében az elektromos mezdben). A kulénbség csak annyi, hogy az apré magneses dipdlokat a buzadara helyett vasreszelék-szemcsékbél alakitjak
ki, tovabba, hogy ezeket alkalmas folyadék hianyaban (ti, amelyen a vasreszelék-szemcsék Usznanak), nem valamilyen folyadék felszinére szoérjak, ha-
nem szilard fellletre. Az igy kialakulé abrak — ahhoz hasonléan, mint az erévonalak az elektromos mezé esetében — a magneses mezd ,szerkezetének”
bemutatasara, képszeriivé tételére alkalmasak, és csak igen kevéssé a magneses mez6 mennyiségi jellemzésére.

Feladat

Szamoljuk ki a végtelen hosszu, egyenes vezet6tdél szarmazd magneses indukcid érvényerésségét (zart gorbére vett integraljat) a vezetét koncentrikusan
korulvevd korre!

Megoldas
. k
<j>B r= 7,2,,, 47— = ) .
e _C
B(r) Ho

Mas, tetszdleges zart gérbére is ez adddik:

<j> dr = (ﬁBcosa\dr\ (]-)Bcosacosa J.Z >

rd(p 27, jd(p 47r£| =,
r

e cosa c
dr]
Nm? J
2 N&
ahol tdbb konstans Gsszevonasaként bevezettik a u, = 47r£2 = i% jelolést. u, Sl egysége: [14]= 135 = C2 :N—SZ == V2VS VAs_ Vs . Ertéke:
¢t g¢C [c?] 2 A A2m A m Am
2
S
2
9:10° an 9.10° V %
Hy =47~ = 4 e 6—5:4»10*7—_1257 108 2
C (3 log)zm— 9.10'° Am Am Am’

S
Latjuk, hogy az elektromos—magneses torvényekben szerepld egységrendszeri allandokat a fény terjedési sebessége kapcsolja 6ssze:
1
ami persze nem meglepd, hiszen a magnességre vonatkozd -t éppen abbdl kiindulva kaptuk, hogy a fény terjedési sebessége barmely inerciarendszerben
azonos.

Cc=

Az Ampeére-féle gerjesztési térvény
Az aramatjarta vezet6tél szarmazd magneses indukciora nyert eredményt altalanosithatjuk:

(jSBdr:ﬂOJTd—A
G F

Ezt az 6sszeflggeést I. Maxwell-térvénynek, és felismerdje utan Ampére-féle gerjesztési torvénynek is nevezzik. (Késébb tovabbi taggal fogjuk kiegészite-
ni.) dr-nek és dA-nak a gérbementi és a fellileti integralok egyiittes megjelenésére vonatkozé megallapodas szerint jobbsodrastinak kell lennie!

Feladat

Hatarozzuk meg a méagneses indukcio értékét egy végtelen kiterjedési, j, vonalmenti aramsiriiséggel atjart vezetd siktdl r tavolsagban!

Megoldas

A vonalmenti daramsiiriiség értelmezése szerint a vezet6 sik d¢ szélességli savjaban folyd aram eréssége dl = j,d¢. Zarjuk kérbe a d/ szélességi savot
egy téglalap oldalaival, melynek két oldala parhuzamos a sikkal, és r tavolsagra fut t6le, két oldala pedig meréleges a sikra, majd alkalmazzuk az Ampere-tor-
vényt! A sikkal parhuzamos oldalak mentén a szimmetria miatt a magneses indukcié allandé. Irdnya (ugyancsak a szimmetria miatt) az aram iranyaval vagy
parhuzamos, vagy mer6leges arra. A végtelen hosszu egyenes vezetére nyert eredménnyel azonban csak akkor vagyunk 6sszhangban, ha B(r) az aram ira-

nyara meréleges, mégpedig ugy, hogy jobbsodrasu legyen vele. Ennek felhasznalasaval a gerjesztési térvény: B( )2a+4r-0= yOIJdA Hol = 1yj,a. Innen
%,ﬁ

g

B(r) =y

Latjuk, hogy B nem fugg a siktél mért tavolsagtél (hasonléan, mint ahogyan a toltétt sik altal keltett elektromos térerésség sem fliggoétt téle).
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Feladat

Hatarozzuk meg az n vonalmenti menets(irliségu, végtelen hosszu, | arammal atjart tekercs (= szolenoid) belsejében a magneses indukcio értékét!

Megoldas

A tekercs belsejében az egy-egy menet atellenes darabjaitol szarmazo indukcidjarulék azonos iranyd, a tekercsen
kivul pedig ellentétes, ezért a tekercsen belll az indukcidé nagysagrendekkel nagyobb lehet, mint azon kivil. Mivel a
végtelen hosszu tekercs a tengely-menti eltolassal szemben invarians, az indukcid is ilyen, vagyis nagysaga a te-
kercs tengelye mentén mindenditt ugyanakkora. Zart gérbe gyanant vegyiink fel egy olyan téglalapot, amelynek két ¢
hosszUsagu oldala parhuzamos a tekercs tengelyével, s egyike a tekercs belsejében, masika a tekercsen kivil ha-
lad. E téglalap fellletét a tekercs menetei n/-szer doéfik at, igy a zart gorbe altal felfeszitett fellleten n/l aram folyik
at. Ennek felhasznalasaval a gerjesztési torvény:

[Bdr=B+0-0+0+0= g [ JdA= yynel .
G @Bdf F
G

Innen a tekercs belsejében
B =gyl
indukciénagysag adodik.
» Latjuk, hogy B nem fiigg a tekercs atmérgjétol.

» Az egyes vezetékszakaszoktol szarmazo, a tekercs belsejében azonos iranyu indukciojarulékok iranyanak figyelembevételével lathato, hogy a tekercs
arama a tekercs belsejében uralkod6 indukcio iranyat jobbcsavarként veszi kdrbe. Ez egyben azt is jelenti, hogy ha a tekercselés a szolenoidba befolyd
aram mentén haladva jobbsodrasu, akkor B arra mutat, amerre az aram a szolenoid mentén halad, ha balsodrasu, akkor B iranya a szolenoid mentén
haladé araméval ellentétes.

Megjegyzés

Az eredményt arra az esetre is érvényesnek tekinthetjik, amelyben a tekercs hossza ugyan nem végtelen, de Iényegesen nagyobb, mint az atméréje. (Ha-
sonldéan ahhoz, ahogyan a végtelen t6ltétt sikokkal 6sszeallitott sikkondenzatorban uralkodé térésségre nyert eredményt is alkalmazhatjuk a véges kiterjedé-
s lemezekbdl 6sszeallitott kondenzatorra is, ha a lemezek ,atméréje” sokkal nagyobb, mint a lemezek tavolsaga.) Ha a tekercs véges hossza ¢, meneteinek

. . o . . N . N
szama a vonalmenti menetsirliség értelmezése szerint N=n/ = n =7, sigy B=py—1.

0

Feladat
Hatarozzuk meg az R sugaru, | arammal atjart kortekercs (= toroid) belsejében a magneses indukcio értékét!
Megoldas
Lényegében a szolenoidnal alkalmazott gondolatmenetet kdvethetjlk, azzal az értelemszeri kilénbséggel, hogy a tekercs hossza helyett 2Rz -t irunk:

N

B=yy—I.
Ho Rr

B itt is tengelyiranyl (R az Gn. kdzépkér sugara: a toroid kiilsé és belsé sugaranak szamtani kdzepe).

Tetszbleges vezetdrendszer altal keltett magneses indukcio

Feladat

Hatarozzuk meg azon dQ téltésmennyiségtdl szarmazo dE térerdsség relativisztikus korrekcidjat (konkrétan dB-t), amely dt id6 alatt halad at a vezetd vala-
mely keresztmetszetén!

Megoldas

k1 kv 1
——=2—"—=—E,(r)v, va-

Vizsgaljuk meg el8szdr valamely a toltéstél szarmazo E(F) és a relativisztikus korrekciot jellemzé B(r) kapcsolatat: B, () =2
cr c¢r ¢

gyis B(F) = iz\‘/x E(F). Ezt felhasznalva, tovabba azt, hogy ha a dt id6 elegendden révid (vagyis a kiszemelt keresztmetszeten a dt id6 alatt ataramlott toltés

c
a vezetdnek elegendéen rovid d/ = vdt szakaszat tolti meg), a tdltés pontszeriinek tekinthetd, vagyis a téle szarmazo térerésség a ponttdltésre vonatkozé for-
rastorvény szerint szamolhato:

B(r) =L oxdE(r)=L ok Qr-K Loael o K Lyqual o K Ljatonl o K Ly,
CZ CZ r3 C2 r2 r C2 r2 r CZ rZ r C2 r3
dE(r)

ahol r a vezetSdarabtol mutat arra a helyre, ahol dB-t meg akarjuk hatarozni.

Osszefoglalva
Az | darammal atjart vezet d7 darabja az r helyvektort helyen
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3l
indukcidjarulékot szolgaltat. Ezt az Osszefliggést Biot-térvénynek nevezzik. Felhasznalva az egységrendszerre jellemzd konstansok Osszefliggését,
K _

— , amivel a Biot-térvényt a
c 4r

dB(r) = dexr

alakban is megfogalmazhatjuk.
A kiterjedt vezetérendszer altal keltett B-t az egyes vezetédaraboktdl szarmazo dB jarulékok dsszegzésével nyerhetjiik:

B8(r\=[dB(r Mo | — o
B(r )—IdB(r )= _[——3dé>< r.
a G47r r
Feladat
Hatarozzuk meg a végtelen hosszu, | arammal atjart, egyenes vezet6tdl altal keltett magneses indukcio értékét a vezet6tdl r tavolsagban!

Megjegyzés
E feladat eredményét mar ismerjiik, hiszen éppen ezen elrendezés alapjan vezettiik be magéat a B-t. Most azonban ellendrizhetjiik, hogy a Biot-térvény is
ugyanazt az eredményt szolgaltatja.

Megoldas

Vegyunk fel egy koordinatarendszert ugy, hogy az x-tengelye a vezetébe essen, a vizsgalt pont pedig az y-tengelyre! Ekkor a vizsgalt pontba mutaté hely-
0 0-x -X dx

vektor 1y =| y, |, igy a vezetd x helyen levd dx darabjatdl a vizsgalt pontba mutaté vektor r=| y, -0 |=| Yy, |, a d? vektor pedig d/=| 0 |. Ezekkel
0 0-0 0 0
[ 0

dixF=[dx 0 O0l=| 0

=X ¥y 0] L ypdx

A Biot-toérvény szerint:

r

T
o o 2 2 z
B,(f) = ﬂ%(@xf)zzf—zl '[de:ﬂl j )'0/ ),0/ dor =0 | Icosada:“f:; I[sina]?, :%I(lJrl):Al.
o T 0 -

Jany r3 dr 0 yE cesta 4y, Yo 27y,
2 cosiq & 2
da
Yo
rl
0
dixr x és y komponense 0, ezért B(FO ) = 0 . Ez valéban annyi, mint amit korabban kaptunk, ami alatamasztja a Biot-torvény helyességét. Szokas ezt
ﬂ70|
2y,
az 6sszefliggést Biot-Savart-térvényként is emlegetni.
Feladat y
Hatarozzuk meg az | arammal atjart, R sugaru korvezet6tdl szarmazé magneses indukcio értékét a korvezetd tenge-
lye mentén a kdrvezet6 kdzéppontjatdl mért tavolsag fiiggvényében! d_(\
Nav1
R
Megoldas 9o
Vegyunk fel egy koordinatarendszert, ugy, hogy az y-z sik a korvezetd sikjaba essen, az origd pedig a kor kozép-
0 /
pontjaba! R 90°-os elforgatasaval a kér érintéjébe esd vektorhoz jutunk: R* =| -z |. Ebb8l csupan az iranyt hordoz6 X
y R
. 0
. e R 1
egységvektort készituink: T R -z|. 4

y
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. (0 %=0) (%
A do szbgelfordulashoz tartozé df ezek utan: @:Rd¢i: -z|dp. A d/ vezetSdarabtdl a vizsgalt pontba mutaté helyvektor: F=| 0-y |=| -y |,
illiyg s
y z z
[ k Zdo+yrde
dIxF=|0 -zdp yde|= X yde . Kihasznalva, hogy z= Rsing, y= Rcos¢, a Biot-tdrvény szerint:
X Y -z X zde
_ _ M I 2 Ho | 227r 22 2 2 2 _
N Xo)*dex( 47Ir £R sin (od(o+jR cos’ pde 7EFR £(51n @+ cos go)d(o 4” R Id X \X R
z ¥ i 2
zgioli} R2” :?L}?
T =
(R2+x§)2 (R2+x0)

ahol bevezettliik az m, = IR*7 = 1A jeldlést. Az IA mennyiséget mdgneses momentumnak nevezziik, és iranyt is rendeliink hozza, mégpedig tgy, hogy az a

koriilfuté arammal jobbcsavart alkosson. A magneses momentum Sl egysége: [m]=[11[Al = Am?. (m, lényegében az igy nyert magneses momentum vektor-
nak az x-komponense.)

Hasonléan hatérozhatjuk meg B, (%)) és B,(x,) értékét is:

_ _ Mo | _ Hy | - Ho | 27
=|dB, Rcospd —to R|sin =0, és B =|dB, =—=— Rsinpdp = ——Xx,R|—cos =0.
)=[dB, () = Xo_[ pdo =" Xo[ ol (%)=]dB, (%) 47”3)‘0_(]; cho 4“3&)[ 2l
0-0 0-0
Osszefoglalva
Hy My
2 3
(R2 + )(02)2
B(r) = 0
0
Masik megoldas
Kihasznalva, hogy 1, =1, =r,=...=+R’ +17, elészor is belatjuk, hogy a kérvezets kdzéppontja-

tol r tévolségban B,=B,=0 (a szimmetria miatt). Ezt kovetéen a Biot-térvény

dB= ——d/x r, alakjabdl
4 r

. M, | . u, | . M, | .
B, = ¢dB, = ¢|dB|sin 9 = p-—> d/sin 3= sing pdl = sin $2Rxz =
* (-18 * C'E‘ ‘ ??472’R2+r2 4z R +1? C'E 4z R +1? /
K
2Rz Z
:7’;0 RZI sin 92 R;z_f‘] RZI 7 2R 2R7r=;° 1A 3=§° R
74 7T R+ R +r? ”(R2+r2)§ ”(R2+r2)5
Feladat

Hatarozzuk meg egy | arammal atjart, ¢ hosszusagu, 2R atméréji szolenoid altal keltett magneses indukcio nagysagat a tekercs tengelyében a tekercs ko-
zéppontjatol mért tavolsag fuggvényeként!

Megoldas

A szolenoid egy-egy menetét kdrvezetdnek tekintve, az egyes kdrvezet6ktdl szarmazd indukcidjarulékokat kell 6sszegeznlink:

4 !’ ! 4
- - - X

2 2 2 2
B = [ dB, = ﬂ$@x:2"—;{nm2/f %dx:—%nmz | -
- - (R2+ % = X) ™ - (F22+()<0—x)2)2 Xt (R2+X'2)2




Utolso frissités: 2002.09.23. 18:18 Villamossdgtan 1. félév 55. oldal

BX(ZXOJ a tekercs kdzéppontjatél mért tavolsag fliggvényében. Lathatjuk, hogy a ZZO =1

2% 2%
—+1 — -1 * *
f&nl ¢ B ¢ B ﬂo X +1 X —1
T2 2 2 2 2| ’
\/4R +[2Xo+1j \/ﬁ{ﬁo_l) \/R (¢ +1) \/R (x—1)
2 2
14 4 14 14
ahol R = _2R és X F2% A tekercs kézéppontjaban X" =0, igy B, (O)f&nl[ ! ] Hop z = unl ! = unl ! Ha
) = : =Y X\ = =H =Ho : ,
¢ ¢ 2\ JRPa1 VR \/R +1 4R+ 12 NITE
éz
3>2R = ~4R?+¢? =, igy a tekercs kdzéppontjaban a magneses indukcid B, (0) = ppnl —— > = pohl — 7;10nl . Természetesen ugyanezt kaptuk, ami-
R+
. * XO 2£ l Y7 Z Lonl . .
kor a tekercset végtelen hosszunak tekintve szamoltunk. A tekercs végénél x =—=—==1, s igy Bx( ) 20 = J . Ugyanennyi adddik a
¢ f 2 JR?+4 R
2,1+
0
tekercs masik végénis. Ha / > 2R = B, (—Q = Bx(g) = ﬂoznl , vagyis az igen hosszu (de véges hossztisagu) tekercs végeinél a magneses indukcioé éppen
fele akkora, mint a tekercs kézepén. Még nagyobb az indukcié esése, ha a tekercs rovid.
Példaul, ha ¢=2R (R =1), akkor a tekercs végén (ahol x =1 vagy X =-1) B, aszolenoid tengelyében
Bx(—fj =B, [fj 4" A tekercs végeétdl tavol, vagyisha X >1 = x> L akkor s 12 ‘ ‘ T ‘ ‘ ‘
2 2 \/g 2 @ | | [ | | |
X | | | | | | |
* * @ 10 : [ | | | —0,008
5,(x> 1) ﬂonl( Jo = | oom
JR?4x? JR?+x 08 | | o o 0
A mellékelt abran lathatjuk, hogy az eredményll kapott fliggvény szerint hogyan alakul | b | | | —s
o C —25
| | | |
| |
| |
| |
| |
|

T

|

|

|

|

|
-
064 |
|
1
|

|

|

|

|

|

;

:
2R 0’4”774‘777 S T TR T
értéknél (vagyis a tekercs végénél) B, értéke annal meredekebben esik, minél kisebb " ] | | b |
(vagyis minél kdzelebb all a szolenoid az ,igen hosszu” feltételhez). Kilénbdz6 szinekkel a 0,2 : ‘ AN :
o 2R o . _— s ] 1 1 L 1 ‘ ‘
kilénbdzé v értékekhez tartoz6 gorbéket rajzoltuk meg. A fliggbleges tengelyen B, érté- 00 TS
két By, = gl -re normalva adtuk meg (ennyit kaptunk a végtelen hosszu szolenoid belse- 00 05 10 15 20 25 30 35 2w

jében uralkod6 B-re).

A magneses mez6 forrasmentessége

Feladat

Hatarozzuk meg az | arammal atjart, d¢ vezetédarabtol szarmazé indukcié fluxusat a vezetddarabot koncentrikusan kériilvevd hengerre (zart feliilet) vonat-
kozo6an!

Megoldas

Mivel dB a vezetdre (s igy a henger tengelyére is) mindeniitt meréleges, a hengert lezaré kérlapokon a fluxus nulla, hiszen dB L dA Ugyanez a helyzet a hen-
ger palastjan is, igy @B@: 0.
F

Feladat

Hatarozzuk meg az | arammal atjart, d? vezetédarabtdl szarmazé indukcié fluxusat a tetszéleges alaku alappal rendelkezd, de a vezetét hengerszeriien 6ve-
z0 test fellletére vonatkozoan!

Megoldas

A hengerszerii test alapjain most is nulla fluxus adédik, hiszen dB L dA most is teljesiil. Mas a
helyzet azonban a palaston. Ha dB a fellilet normalvektoraval « széget zar be,

|
cosa = —Bdhdr = —#0 ghdr .
cosa Tr
— ——

far| B(r)

BdA = BdAcosa = Bdh\dr\cosa——Bdh
dA

Ennek alapjan B(r)-nek a hengerszer( test teljes fellletére vonatkozo fluxusa mar kénnyen
meghatarozhaté:
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gSB r)dA= {B !B r)dA= j“o Zdhdr = :‘;mhj dr=0

S i
alapokra palistra 0

Feladat

Hatarozzuk meg az | arammal atjart, d/ vezetédarabtdl szarmazé indukcié fluxusat a tetszéleges alakl alappal rendelkezd, a vezetét csonkakUpszeriien
ovezd test fellletére vonatkozoan!

Megoldas
A csonakakupszer( test alapjaira ugyanaz vonatkozik, mint az el6z6 feladat megoldasaban a hengerszer( test esetében.

A palast valamely dA fellletelemére vonatkozdéan pedig csak annyi a kulénbség, hogy dA=dh\dr\cosa helyett

e dA dh

dA= \dr\cosa dhﬁ -val kell szamolni, ahol B a hengerszer( test megfelel6 fellileteleméhez tartozé fellletvektor és az aktu-
COs,

alis fellletvektor altal bezart szog:

BdA = BdA cos 8 = BdA'cos B = B\dr\cosaw% = B\dr\dhcosa.
G

Osszefoglalva
Mivel az el6z6 feladatokban hasznalt felliletek elemeibdl tetsz6leges zart fellilet 6sszerakhato, altalaban is teljesul, hogy

<j‘>Bd7\=0

Ezt az Osszefliggést IV. Maxwell-térvénynek nevezzik. Mivel ez az Osszefliggés nemcsak aramok kozvetlen kdzelében, de altalaban is teljesul, a Il.
Maxwell-térvénnyel 6sszevetve Ugy is fogalmazhatunk, hogy magneses indukciét kelté toltések (= mdgneses toltések) nincsenek, a magneses mez6 forras-
mentes.

Az dramadtjarta vezetbre haté er6
A vezet6 ( hosszUsagu szakaszaban nA/¢ darab elektron van. Az ezekre haté magneses eré: nAlev x B. Az / hosszUsagu vezetd szakaszban mozgo téltések

. | .
j= aramsiriiséget hoznak létre. Ebbél az | er8sségli aramot hordoz6 téltések sebessége meghatarozhaté: J=nev = | =neAv = v= A’ ami-
n

7x B =17xB adodik. Ez az un. Neumann-térvény:

F=1/xB

bél a vezetdre hatd magneses erdre F = nAlev x B = pA€

Megjegyzés

A méagneses mez6 munkaja a benne mozgo téltésen mindig 0, mert F L v (a téltés kdrpalyan mozog). Ez azonban nem jelenti azt, hogy a toltéseket tartal-
mazo vezetdn végzett munkaja is nulla lenne: ponderomotoros eré.

Feladat

Hatarozzuk meg egy végtelen hosszu, egyenes vezetd magneses mezbje altal a vezet6tdl r tavolsagban parhuzamosan futd, azonos iranyd arammal atjart
vezetd ¢ hosszUsagu szakaszara kifejtett er6t!

Megoldas

Ha a végtelen hosszu vezetdben |, er6sségl aram folyik, a Biot—Savart-térvény szerint maga korul B=%Il nagysagu, a vezetére meréleges indukciot kelt.
T

Ebbdl kdvetkezéen a masik vezeté ¢ szakaszara a Neumann-torvény szerint F = 1,7x B erd hat, amely meréleges a vezetére is és a masik vezet6 altal keltett

magneses indukciora is, vagyis a masik vezet6 felé mutat, nagysaga pedig, F :;—Oﬁlllz.
zr

Megjegyzés

A toltésfogalom bevezetése kapcsan tett megjegyzésben mar utaltunk ra, hogy Sl alapmennyiségnek nem a toltést, hanem az aramer&sséget valasztottak, s
a toltést ezen keresztll mérik: 1 A er6sséglinek azt az aramerésséget mondjuk, amely ha két egymastdl 1 m tavolsagban parhuzamosan futd, végtelen hosz-
szlsagu vezetdben folyik, akkor az egyik végtelen hosszlsagl vezeté a masik 1 m hosszlsagl darabjara 2-107" N nagyagu erét fejt ki. Ennek az az oka,
hogy mig téltés technikailag csak nehézkesen, viszonylag pontatlanul mérhetd (akar az elektronok leszamlalasara alapozott téltésfogalmat hasznaljuk, akar
az altalunk nem ismertetett fenomenologikus toltésfogalmat). Ez a megallapitas elég meglepének tlinhet a most ismertetett aramerésség-definicié fényében
(hiszen hogyan is lehetne technikailag kdnnyen mérni a végtelen hosszisagu aramvezeték altal egymasra kifejtett eréket), de ez alapjan a definicié alapjan
mar pontosan lehet szamolni olyan véges kiterjedési tekercsek altal egymasra kifejtett er6ket, amelyeket nagyon pontosan lehet mérni is. Arrdl van sz6 tehat,
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hogy bar elvileg tisztabb lenne a toltésfogalmat definialni, és az aramerésséget ennek alapjan szarmaztatni (mi az itt bemutatott felépitésben éppen igy jar-
tunk el), gyakorlatilag azonban pontosabban kivitelezhetd, és biztonsagosabban reprodukalhaté az aramokkal kapcsolatos er6k mérése, és a toltésmennyiség
ezen mérésekre alapozott definicidja.

A magneses mezé altal kifejtett forgatonyomaték

Lattuk, hogy a magneses mez6be helyezett, aramatjarta vezetd részeire az adott rész helyzetétdl fliggéen eré hathat. A kdvetkezékben azt vizsgaljuk, hogy
specialis geometriaju vezetékre haté erék eredményeznek-e forgatdnyomatékot.

Feladat
Hatarozzuk meg, egy | arammal atjart, R sugard, B indukciéju magneses mezébe helyezett kdrvezetére a magneses mezé éltal kifejtett forgatdnyomatékot!
Megoldas
A Neumann-térvény alkalmazasahoz most is sziikségiink van a kdrvezetd érintéjének iranyaba esé d/ eldallitasara, amit ugyangy végezhetiink el, mint a
.Y
korvezet6tdl szarmazo magneses indukcid meghatarozasakor: d7=/d(pr7: X |de, ahol x és y az r vektor elsé és masodik koordinataja. Ennek felhasz-
—
0
nalasaval a d/ vezetédarabra haté eré:
i j ok i ] k xB, z
dF =1dixB=1|d¢, d¢, dr|=|-y x O0|ldp= yB I de.
Lt ‘ BB, B, B,)
B, B, BJ| |B B, B -yB, - xB, x Py
_ de
A d/ vezet6darabra hato er6 a kdrvezetd egészére forgatdbnyomaték-jarulékot ad:
Po7 k| T T K -y’B, - xyB, = y
dM=rxdF=|x y z|=|x vy 0 ldp=|xyB,+XB, |ldg. <
dF, dF, dF| [xB, yB, -yB,-xB, ~xyB, - xyB, ar

A vezet6 keret egészére haté forgatdnyomaték a d/ szakaszokra haté jarulékok dsszege: M = Idﬁ. Kihasznalva, hogy x=rcosg, és y=rsing az 6sszegzés
a koévetkezd integralok kiszamitasat igényli:

7Tyszd(/772nyBxd¢
0 0

. ) -AB, i 7 k| [T J k
M:jdﬁ: jxyByd(p+szBxd(p I=| AB, [I=|0 0 IA=[0 0 m|=mxB,
0 0 0 B, B, B| |[B, B, B

2z 2z
[ xyB,dp— [ xyB,dg
0 0

ahol kihasznaltuk, hogy az integralokbol B komponensei B homogenitasa miatt kiemelheték, s igy az integralokra a kdvetkezé értékek adodtak:

Irxydgozzrrzsin(/)cosq) dwzg[sin2 go];” =0-0=0,

ZJf ) L, JFl- c052¢ rrc e o o
yd¢=Ir sin*pdp =r I do 2[(/)]0 —Z[sm2(p]0 =r’r—(0-0)=A,

0

2 2
J.X do= Ir cos godwfrzjwd :%[¢]2”+%[sin2(p]§ﬂ:r2ﬂ+(070):A.

Ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha mas alaku (pl. téglalap, vagy akar tetszéleges) aramhurokra hato forgatonyomatékot vizsgaljuk, vagyis az

M =mxB

eredményt altalanos érvényiinek tekinthetjik.

Megjegyzés

Latjuk, hogy a kérvezetd magneses momentuma az altala keltett magneses indukcio tekintetében éppugy, mint a kilsé magneses mez6 altal ra kifejtett forga-
tényomaték vonatkozasaban pontosan ugy viselkedik, mint elektrosztatikus dipdl az elektromos térer6séggel kapcsolatban. Ez a parhuzam kiterjeszthet6 a
korvezetbre hato erére és a korvezetd helyzetébdl fakadd potencidlis energiara is:
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Az elektrosztatikai és a magnetosztatikai dip6l 6sszefoglalé 6sszehasonlitasa

Elektrosztatikai dipol Magnetosztatikai dipol
iex nulla 6ssztoltési toltésrend- .
megvalositasa aramhurok
szer
_ n
A dipélmomentum definicidja d= Zéqu m= Al, és m | -vel jobbsodrasu
k=1
Az altala keltett mez6 jellemz6je (a dipolmomen- | Fi ~ Km g m
tum iranyaban a t6le mért tavolsag fliggvénye- E(r)=2k— B(r)=2—>—="—
ként) r cr 2rxr
Az altala keltett mez6 jellemzéje (altalanos helyze- E(r)=k 3(F )F _i B(r) = k 3(rm)r M) 4 3 (rmyr m
td pontban) oo o ) 4 P
A killsd mez altal ra kifejtett eré F(r)=(dgrad)E(r) F(r) = (mgrad)B(r)
A kiilsd mezé altal ra kifejtett forgatényomaték M (r, @)=dxE(T) M (r, p) =mxB(F
A dipdl helyzetébdl fakado potencialis energigja | E,o (1, @) =—dE(r) Epot (T, ) =—1B(T)

Vektorpotencial
Az elektrosztatikaban talaltunk egy olyan skalar—vektor-fliggvényt (a potencialfiiggvényt), amelybdl a térerésség egyszeri formalis mivelettel (gradienskép-

zéssel) eldallithato: E(r)=—gradU (F). Az U () skalar—vektor-fliggvény ponttéltés altal keltett mezére U () = kg, ill. kiterjedt téltésrendszerre (t6le a téltés-
r

rendszer méreteihez mérten tavol):
" 1 1 PR S \2
u(r)= k[FZk:Qk +F;Qk(dkr)+r—5;Qk( W) J

Lehetne-e vajon B(r)-et is ehhez hasonléan, egy kénnyen eléallithatd potencialfiggvénybdl nyerni? Skalarértéki fliggvénybél biztosan nem, hiszen
rot B(r) = 0. Meg lehet azonban probaini B(r)=rot A(r) alakban, ahol A(r') neve vektorpotencial, S| egysége [Al=[xI[B] = V—Z:% A(r) (akarcsak
U(r)) nincs egyértelmiien meghatérozva: ha y(r) tetszéleges skalar—vektor-fiiggvény, B =rot A(r) = ot A(r)+ grad y (), mert rotr;ady(r) =0. Ez azt jelen-
ti, hogy A(r)-re Onkényesen kiszabhato egy feltétel, pl. hogy legyen divA(r)=0. A gerjesztési térvény szerint: q‘)B(r)dr = ,uo_[ i(ryd =
(]Srot A(r)dr = ﬂoj j(r)df = Irotrot A(r)df = ﬂoj J(r)df = rotrotA(r) =] = graddivA(r)-AA(r)= ] (r). Felhasznalva, hogGy divA(r) = OF,

F

- CAAD=wi(r)

Ez a Poisson-egyenlettel azonos alaku, de harom skalaregyenletet jelent, amelynek megoldasai is a Poisson-egyenlet megoldasaival azonos alakuak. Az

elektrosztatikus Poisson-egyenlet AU (F):—Lp(r), amelynek megoldasa: U (r)= k.[ﬂ: 2 ! .[Edv. Ennek mintdjara az A(F)-re elGallitott egyenlet
& VT gy T

megoldasat is azonnal felirhatjuk (hiszen matematikai szempontbdl mindegy, hogy az azonos alaku egyenletben mely betiik testesitik meg a valtozokat):
oy _ Mo fx
== |2dVv
A(( ) 47r\J; r
- Ho jy A+ Ho I
F)=—"|=>dVv A(r)=—|=dV.
A/()47r-'.r 3()472"'.1‘
\Y \Y
o\ Mo g
== |-2dV
AZ( ) 47[([ r
Feladat
Hatarozzuk meg egy | erésségli arammal atjart, d¢ hosszusagu vezet6 darabtdl szarmazo magneses indukciot téle r tavolsagban!

Megoldas
Elsd 1épésként szarmaztassuk B(r)-t a vektorpotencialbol (ami egyelére ismeretlen),
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i J k oy oz
B(r)=rotA(r)=| L & 2| | A A
ox oy o0z 0z 0OX
AN AL A
ox oy

majd a vektorpotencial meghatarozasa érdekében alkalmazzuk a Poisson-egyenlet megoldasara az elektrosztatikai analégia alapjan nyert eredményt:
SC-EE)
oy\r 0z
0= a-5(Y)
4r| 0z ox\r

a5

Felhasznalva, hogy az aramerésség és az aramsiirliség kapcsolata szerint JdV =jFd/=1d/ (ahol F a vezetd keresztmetszete), tovabba, hogy

gl - _LLZXf —LX és ugyanigy gl - _Ly gl = _LZ
oxr  rrar 3 oyr 7 ez 27
_ Mg, 1
Bx(r)f—alr—s(dfzy—dfyz) C ok
- Hy 1 B(r Hy 1 PR B R Sy S
B,(F)=—-——1—(d¢/ ,z-dl, X = B(rf)=-——"1—x Z|=—""1—rxdl="—1—dlxr
y(7) 4n 3( x z ) (r) 4 r3 y 47 13 ar r?
de, dey, de,
B,(r)= ”°| (dz x—de,y)
Ez lényegében a Blot-térvény, tehat az igy szamolt E(F) helyes!
Feladat
0
Hatarozzuk meg a végtelen kiterjedésii, J =| j | aramsiiriiséggel atjart siklemeztdl szarmazo B-t a siktdl r tavolsagban!
0
Megoldas

ihdp, d
HM (ahol h a sikle-

Felhasznalva a vektorpotencialra nyert eredményt, tovabba hogy -nek csak az y-komponense kiilénbézik nullatol, A,

mez vastagsaga, p pedig a lemez egy feluletdarabjatél a vizsgalt pontba mutaté helyvektor, ekkor p=ztga, dp =2 12 da, és 1 zsina (ahol ¢ p-nak a
cos a r

z-tengellyel bezart szdge).

Jhdpxdpy /‘0 ,u 7 2 sina . { 1 f Uy .
r 7 jh [=2p7zdp =" jh | zsina da— 0 hz hz| — | =0 -2 jhz.
A'( ” J '[ i : j cos? ] J‘cos a J cosa |, 2 J
Osszefoglalva
0 i i K #ozjh
Ar)=| Hinz| = B(r)=rtAr)=|< 2 2|
2 OX oy oz 0
0
0 %z o
2
Hy jh My jh
2 2
Latjuk, hogy ha z>0 = B(z)=| 0 |,éshaz<0 = B(z)=| 0
0 0
Megjegyzés

Ugyanezt az eredményt korabban az Ampére-féle gerjesztési térvény alkalmazasaval is megkaptuk mar, igy ez a példa is bizonyitja, hogy a vektorpotencial
eredményesen alkalmazhato a vezetd rendszert6l szarmaz6 magneses indukcié meghatarozasara.
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Elektromagneses indukcio

Feladat

Hatarozzuk meg egy magneses mezében az indukcidora merdleges iranyban v nagysagu sebességgel mozgo, ¢ hosszusagu vezetében kialakuld toltésszét-
vélasztas kovetkeztében létrejovd elektromos térerésség értékét!

Megoldas

Mivel a vezetd belsejében szabadon elmozdulé elektronok a vezetével egyiitt mozognak, rajuk a Lorentz-térvény szerint evx B erd hat, ami a vezetével par-
huzamos. Ennek eredményeként az elektronok a vezetéhdz viszonyitva elmozdulnak, dsszegyliinek a vezeté végén. Ez a toltésszétvalogatédas mindaddig
tart, amig a téltésmegosztés miatt kialakulé elektromos mez6 (ami a toltéseket visszarendezni ,igyekszik”) térer6ssége miatt az elektronokra hatoé eré nullava

valik: eE, +evxB=0 = E, =-vxB. Mivel ez az elektromos térer6sség a vezetd belsejében mindenitt fennall (ellenkezé esetben a kérdéses helyen az
elektronok elmozdulnanak), a vezet6 két vége kdz6tt U = E, ¢ = vB/ fesziiltség alakul ki.

Megjegyzés

A vezetbvel egylttmozgd vonatkoztatasi rendszerben a vezet6 elektronjai allnak, igy rajuk a Lorentz-er6 nem hat. Ugyanakkor a toltésszétvalasztas ebbdl a
vonatkoztatasi rendszerbdl nézve is létrejon (hiszen a vezetd végére kigyll6 elektronok tdltése Lorentz-invarians), ami csak ugy értelmezhetd, hogy a vezets-
vel egylttmozgd vonatkoztatasi rendszerbdl nézve a vezetd elektronjaira elektromos eré hat (hiszen csak az elektromos mez4 fejt ki erét a nyugvo toltésekre).
Ebben a vonatkoztatasi rendszerben tehat a nyugvé rendszerbdl latsz6 magneses mezd helyett elektromos mezét észleliink, amelynek téreréssége: E=vx B
(a szétvalasztott toltések altal keltett térerésség —1-szerese), ahol B a nyugvé vonatkoztatasi rendszerben észlelhetd magneses indukcié értéke. Ez az elekt-
romos térerésség a Vv sebességgel mozgo vonatkoztatasi rendszerbdl nézve akkor is megjelenik, ha maga a vezet6 jelen sincs. Ismét mondhatjuk tehat, hogy
az egyik vonatkoztatasi rendszerben elektromos kolcsdnhatasnak latszo jelenség a masik vonatkoztatasi rendszerben magneses kdlcsdnhatasnak latszik.

V,

x x x x x X x X X 3 X
Feladat
Hatarozzuk meg az el6z6 feladat szerinti, mozgé vezetében ,észlelt” vx B ,térerésség” zart gorbére vett integraljat arra,
az abra szerinti téglalapra, amelynek egyik oldaléle a mozgé vezetd! ol e R R 2

x X X X x X X x X X
Megoldas
A mozg6 vezet6t az abran kék szinnel rajzoltuk meg. Mivel a téglalap fekete szinnel megrajzolt tovabbi élei allnak, ezek y —_—
mentén Vvx B =0, a mozgo vezetd szakaszan pedig vB nagysagu (mert v és B merblegesek egymasra), az abran felfelé

mutaté vektor. Ha az abran az 6ramutaté jarasaval ellentétes koriljarassal haladunk kérbe, akkor a mozgé vezetd szaka-
-ddg

dA
——
9

do ) . . " . s
Vd:if B = _TB' ahol figyelembe vettik, hogy az indukciéfluxus szamolasahoz
hasznalt felUletvektort a koriljarasi iranyhoz igazitva az abrabdl kifelé mutatonak kellett valasztanunk, s ezért az abraba befelé mutatd B-vel &y = -BA. Az

eredményt Osszefoglalva mondhatjuk, hogy a Lorentz-erébdl szarmaztatott ,térerésség” zart gérbe menti integraljara a kovetkezé Osszefliggés teljesul:
gSvXBdr:—EJ'B@.
G dt F

szan az integral vB/, a tovabbi szakaszokon pedig nulla. igy <j>\7>< Bdr =vB/ =
G

Megjegyzés
A fentebbi meggondolasokbdl lathatjuk, hogy a vx B mennyiség valoban térerésség jellegi, abban az értelemben legalabb is, hogy a toltétt testre haté eré ki-

fejezésében az aranyossagi szerepét tolti be (éppen ugy, mint a térerésség). De térerésség abban az értelemben is, hogy a korabbi megjegyzésunk szerint a
mozgo vezetbvel egyltthaladd vonatkoztatasi rendszerben éppen ennyi (ekkora és ilyen iranyud) elektromos térerésséget kell észlelnlink.

Feladat

Hatarozzuk meg az el6z6 feladat szerinti vezet&ben, a vele egyutt mozgé vonatkoztatasi rendszerben fellépd elektromos térer6sség zart gorbére vett integral-
jat az el6z6 feladat szerinti zart gérbére!

Megoldas
Szemléljik a jelenséget abban a vonatkoztatasi rendszerben, amelyben a vezet6 all. Innen nézve a téglalap bal oldaléle mozog, mégpedig balra, vagyis —v
sebességgel. Ugyanakkor azt az elektromos térerésséget amely a bal oldalélhez képest nyugvé vonatkoztatasi rendszerbdl latszott (s ami 0 volt) korrigalni
kjall, mégpedig pont annak az ellentettjével, ami a Lorentz-erébél adodik, vagyis —vx B ellentettjével, azaz a vonatkoz}atési rendszer megvalasztasa miatt
E = vx B elektromos térer6ség megjelenésével kell szamolnunk. (A még részletesebb indoklast lasd a megjegyzésben!) igy aztan a baloldali oldalél mentén a
-ddg
dA
dx

——
_ dd
tolt6tt testekre nem hat erd, mondhatjuk, hogy ott a ,térerésség” nulla, viszont a jobboldali oldalél mentén most is vB(, de c_]SEdr =E(=VB/l= vdtfB __dds )
G

dt dt
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A téglalap jobboldali élével egylttmozgd vonatkoztatasi rendszerben vizsgalva tehat az elektromos térerésségre kaptuk ugyanazt az eredményt mint a balol-

dali szélével ,egylttnyugvd” — vagy éppen egyutthaladd: csak nézépont kérdése, hogy melyiket mondjuk — vonatkoztatasi rendszerben: {f)Edr‘ = —%J. BdA.
G F

Megjegyzés

Szokas a két eredmény azonossagat azzal indokolni, hogy az egyik vonatkoztatasi rendszerben a téglalap jobb oldaléle mozog jobbra, a masikban pedig a
bal oldaléle balra, s minkét eset a téglalap fellletének ndvekedését eredményezi, igy aztan természetes, hogy az eredmény is ugyanaz. Ez a meggondolas
azonban hibas, mert az ismertetett elrendezésben csak a jobb oldalél mentén hozza mozgasba ,valami” a toltéseket (az egyik vonatkoztatasi rendszerbdl
nézve a Lorentz-erd, a masikbol az elektromos erd). Konnyen belathatjuk ezt, ha mindkét oldalél helyére egy-egy vezetddarabot képzeliink (amelyek sem
egymassal, sem massal nincsenek dsszekétve). Azt természetesnek tartjuk, hogy abban a vonatkoztatasi rendszerben, amelyben az dbraba befelé mutaté B-
t latunk, s amelyben a jobboldali oldalél mozog, a Lorentz-er§ a mozgo vezetében lévd pozitiv toltéseket a vezetd abra szerinti felsd végére hajtja, tehat a fel-
s@ vég pozitiv, az als6 vég negativ téltésivé valik. Még természetesebbnek tartjuk, hogy a baloldali oldalél mentén elhelyezett vezetében ugyanez a szétvalas
nem torténik meg, hiszen az ebbdl a vonatkoztatasi rendszerbdl nézve nem mozog. Ha pedig ugyanezt a jelenséget abbdl a vonatkoztatasi rendszerbdél szem-
léljuk, amelyben a baloldali oldalél mozog, a jobboldali pedig all, a vezetékek végére kigydlt vagy éppen ki nem gydlt toltéseket ugyanilyennek kell latnunk, hi-
szen a toltés Lorentz-invarians, tehat a téltésszétvalas csak a jobb oldalél mentén elhelyezett vezetében térténik meg.

A fenti feladatok megoldasabdl latjuk, hogy ha a feladatok szerinti zart gérbe mentén vezeté van, akkor az abban talalhato t6ltéseket az egyik vonatkoztatasi

rendszerbél nézve a vx B ,térer6sséget megtestesité” Lorentz-erd hajtja kdrbe a vezeté mentén — amelyre teljesil a <j>\7x Bdr =—%J' BdA 6sszefiiggés —, a
G F
masik vonatkoztatasi rendszerbdl nézve pedig az ugyanazon a helyen (= ugyanabban a vezetékszakaszban) fellépé drvényes elektromos eré — amelynek tér-
erésségére teljesil a {f)EdF :—%J' BdA &sszefiiggés. Ha nem firtatjuk, hogy a téltétt testre haté eré E(r)q jellegii-e, vagy inkabb vx B q jellegli-e — és a fenti
G F

meggondolasaink azt mutatjak, ennek feszegetése nem is igazan értelmes kérdés — akkor beszélhetiink minkét esetben térerésségrél, és a vonatkoztatasi
rendszer megvalasztasatél fuggetlendl irhatjuk, hogy

JEar--L[BaA = rotE--2,
e dt 7 ot

ahol kihasznaltuk a feluleti és a zart goérbe menti integralok kapcsolatara vonatkozé Stokes-tételt. Ez Maxwell lll. térvénye, vagy mas néven a Faraday—
Lenz-féle indukcios térvény:

CJSEdrz—— BJA & rotE=-——
G

dt ot

A valtozé elektromos mezé altal keltett magneses mezé6

Lattuk, hogy a valtozé magneses mez6 elektromos 6rvénymez6t kelt. Maxwell (angol fizikus) arra a kdvetkeztetésre jutott, hogy az elektromos és magneses
jelenségek azonos t6rél fakadd természete miatt ennek a jelenségnek forditva is léteznie kell: azt varta, hogy a valtoz6 elektromos mezd magneses 6rvény-
mez6t kelt, és az Ampére-féle gerjesztési torvényt kiegészitette az ennek a gondolatnak megfelel6 taggal:

$Bar = | [ T8+, S [EGA|.
G F dt F
Sokaig keresték az SO%J.E(TA alaku tag létezését, amit végiilis az elektromagneses hullamok megtalalasa igazolt fényesen (Hertz). A felirt egyenletbdl kiol-
F

vashatjuk, hogy 50%_" EdA aram jellegii. Sokaig prébaltak a sz6 legszorosabb értelmében annak is tekinteni: a kisérleti elrendezésekben szinte sziikségsze-
E

rlen jelenlévé szigetel6kben fellépd, a valtozé elektromos mez6 hatasara létrejové molekularis szinti toltéseltolddasokkal prébaltak értelmezni. Ennek marad-
vanyaként még ma is szokas ,eltoléddsi aramnak” nevezni, bar ma mar biztosan tudjuk, hogy a jelenség vakuumban is fellép, igy semmiféle t6ltésmozgas-
hoz nincs kdze, és éppen ezért nem is célszer(i aramnak nevezni.

Magneses mezé kézegben

Lattuk, hogy a kilénb6z6 anyagu testeket elektromos mez8be helyezve, toltésszétvalasztas jon létre: az olyan anyagokban, amelyekben a toltések elmozdul-
hatnak (vezet6k), megosztas, azokban pedig, amelyekben az elmozdulas csak atomi méretekben valésulhat meg (szigetel6k), polarizacié. Tekintettel arra,

hogy magneses toltések nincsenek (4) BdA=0), magneses mezében megosztas nem jdhet létre. Magneses polarizacié azonban igen, mert az atomok, mole-
F

kulak jelent6s része maga is rendelkezik magneses momentummal (paramdgneses anyagok, amelyeket a kllsé magneses mez6 rendezhet, s igy hasonld,
de magneses dipolokbdl allé dipdllancok alakulhatnak az anyag belsejében, mint az elektromos mezdébe helyezett anyagokban: az anyag belsejében magne-
ses dipolmomentum-siirliség értelmezhetd: az anyagdarab magneses momentuma a térfogataval aranyos, dm= MdV . Az M -mel jelélt magneses dipolmo-
2
mentum-sliriséget magnesezettségnek is nevezzik. Sl egysége a definici6jabdl kiolvashatéan: [M]=% :% :é. Mivel a magnesezettséget a kilsd
m m
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magneses mez8 hozza létre — ahhoz hasonléan, mint ahogyan a elektromos dipélmomentum-siiriséget a kilsé elektromos mezd —, itt is teljesil, hogy a mag-

nesezettség a kiilsé mezd indukcidjaval aranyos: M —Zmp, (Az aranyossagi tényezébe azért olvasztottuk bele g -t is, hogy a z,,-mel jel6lt mdgneses
Hoy

szuszceptibilitds az elektromos szuszceptibilitdshoz hasonléan jellegtelen mennyiség lehessen.) Mivel a magneses dipoéloktdl szarmazé magneses indukcid

az elektromos dipoloktdl szarmazé elektromos térer6sséggel megegyez6 modon szamolhatd, a tovabbiakban az elektromos mez6 kézegbeli targyalasanal

megismert modon jarhatunk el. Bevezetjiik a magneses mezé ,gerjesztettségére” jellemzé mennyiséget: H = B_ M, amit mdgneses téreré6sségnek neve-
Hoy

ziink. A magneses térerésség Sl egysége a definiciéjabdl kiolvashatéan megegyezik a magnesezettség egységével, vagyis A
m

Megjegyzés

- A B_ M mennyiség magneses térerésségként torténé megnevezése nem mondhato szerencsésnek, mert mint a bevezetésébél is lathatjuk, nem a me-
Hy
z6 altal valamire kifejtett erére jellemz6. Bar a szakirodalomban ez a legelterjedtebb megnevezése (ezért hasznaljuk mi is), egyes tankdnyvekben felbuk-

kan a gerjesztés megnevezés is, ami sokkal talalébb, hiszen pl. a szolenoid belsejében a magneses indukcié nagysagara ., ’\;I -et kaptunk, igy ha a

szolenoidban nincs anyag (azaz M =0), akkor H =E =%, ami sokkal inkabb arra jellemz8, hogy mi gerjeszti a magneses mez6t, semmint hogy vala-

Ho
miféle térerésség lenne. Hogy aztan e gerjesztés hatasara mekkora magneses indukcié jon létre a szolenoid belsejében, az attél fligg, hogy az anyagban
e gerjesztés eredményeképpen mekkora magnesezettség jon létre, vagyis hogy mennyi az anyag magneses szuszceptibilitasa.

— A paramagneses tulajdonsag mellett még két tovabbi tipusos tulajdonsagot kilénbdztetiink meg az anyagok magneses viselkedésének szempontjabdl:

Az un. ferromdgneses anyagok tulajdonképpen paramagneses atomokbdl allnak, vagyis olyanokbdl, amelyek eleve rendelkeznek magneses dipdl-
momentummal, a bel6lik készitett testek magneses viselkedése azonban mennyiségileg mégis Uj minéséget sejteté mértékben tér el a paramagne-
ses anyagok tobbségének viselkedésétdl: magneses szuszceptibilitdsuk nagysagrendekkel nagyobb, mint a k6zonséges paramagneses anyagoké.
Ennek bonyolult kvantumfizikai magyarazata van, amelynek Iényege, hogy ezekben az anyagokban a paramagneses atomok kiilsé gerjesztés hia-
nyaban is makroszkopikus méretli (néhany ezred-szazad milliméter) tartomanyokban — un. doménekben — rendezddnek, s a kiilsé gerjesztés mar
csak ezeket a makroszkopikus méretl cellakat rendezi. Ez akar nyolc nagysagrenddel nagyobb(!) magnesezettség-ndvekedéssel jar, mint az ato-
monkénti rendezés, mert az atomok azonos iranyultsagu beallitasat a hémozgas igen hatékonyan zildlja szét. A ferromagneses anyagok legismer-
tebb képvisel6je a vas (innen is kapta ez a tulajdonsag a nevét).

Az un. diamdgneses anyagok olyan atomokbdl épiilnek fel, amelyeknek magneses momentuma nulla. A kiils6 magneses mezd megjelenése ezekben
elektromos drvényteret kelt, ami olyan, az egyes atomokon bellli kéraramot eredményez, amelynek magneses momentuma a kilsé magneses mezé
indukcidjaval ellentétes, igy magneses mezéje csokkenti a kiilsé mez6 indukcidjat. Ez az effektus minden anyagban megjelenik, de a mar eleve di-
pélmomentummal rendelkezd atomoknal észrevehetetlendl kicsiny hatast eredményez. (Csak a nulla mellett latszik az igen kicsiny is nagynak.)

— A fentebb elmondottak szerint érthetd, hogy a paramagneses anyagok szuszceptibilitasa ~ 107 —107° koriili érték, a ferromagneseseké ~ 100, mig a dia-
méagneseseké ~ —107°. Lathatjuk, hogy szamottevdé magnesezettség csak a ferromagneses anyagokban alakul ki, ennek ellenére a para- és a diamagne-
ses anyagoknak is vannak konkrét elektronikai alkalmazasai is, mint pl. a nagyfrekvencias rezg6kérok finomhangolasaban.

— A magneses térerésséggel kapcsolatban szokas beszélni a magneses Coulomb-térvényrdl, ami az elektrosztatikdban hasznalatos Coulomb-térvény min-
tajara azt adna meg, hogy mekkora erét fejt ki egy magneses monopodlus egy masikra (a monopodlusok tavolsaganak fliggvényében), mar tudniillik akkor,
ha magneses monopolusok egyaltalan léteznének. De mert ilyenek nincsenek, a magneses térerésség ilyen jellegli hasznalata, és vele egyitt a magne-
ses Coulomb-térvény is csak egy Ures fikcid, ami ugyan bizonyos 6nkényesen felallitott szabalyok betartdsa mellet akar helyes eredményt is adhat, de a
magneses dipdlok (ugyanis csak ilyenek vannak) altal egymasra kifejtett erd és forgatonyomaték logikailag tisztan inkabb a dipdlokra vonatkozé 6ssze-
fliggés alapjan hatarozhaté meg.
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A Maxwell-térvények 6sszefoglalasa
Vikuumban Dielektrikumban
(@a 7.=0=¢5 =1 6S y, =0= 4 =1 valasztassal vakuumban is)
Integralis alak Differencialis alak Integradlis alak lefe;?:; idlis
5 TR d =% = - 0E 5 % =—% e (175, 9 (577 - . oD
L (({)Bdr =y0[i[ JdA+goa£EdAJ rot B = 11, (J +8 E] ?;)Bdr = y0(1+;(m)(£ JdA+(1+ 20) & dtjEdA] inr = l jdA+a£DdA rotH =+
I q}E@=—jpdV divE=ip cﬁ(l+le)Ed—A=—jpdV (j‘)DdA:_[pdV divD=p
- &y & £ £y F \Y%
- d s _ B = d = dss _ B
. $Edr =——[BdA rotE=-8 $Edr = [BdA $Edr = [BaA rotE=_28
P di} ot s dt; s dt¢ ot
v (}SBdA=0 divB=0 cﬁBdA:O (j‘)BdA:O divB=0
F F F
3 D=¢E+ E’A=go(E+;(eE):(l+Ze)£0E=ig_olE=£E
o £ .E - &
= "
e _ - - - - - -
S B =t (H+M) =iy (H + 7,,H) = ptg (1+ 2 ) H = gt H = uH
o NI <
© Hy “
>
(= - _
< j=0cE
Megjegyzés
— Az |. és a lll. Maxwell-térvénybdl kiolvashatjuk, hogy elektromos mez6 valtozasa maga kordl
magneses 6rvénymezét kelt, mégpedig jobbsodrasut, a magneses mez6 valtozasa pedig elekt- LR kN
romos 6rvénymez6t, mégpedig balsodrasut. Olyanok ezek egymashoz viszonyitva, mintha egy- R E . B
mas tikorképei lennének (I. az abrat). B B B E E
— Szokas a lll. torvényben fellépd minuszjelet kiilon torvényként emlegetni (Lenz-tGrvénye néven), A 7 D E
és a lll. térvényben valé megjelenését azzal értelmezni, hogy a magneses mezd valtozasat az _ B E
indukalodé elektromos mez6 ,akadalyozni igyekszik”. Itt azzal a sajatos (mashol is gyakran fel- B o~ B = E

bukkand) logikai hibdval allunk szemben, amely a ,negativ’ szé kdznapi értelmét (mint pl. nega-

tiv személyiség) probalja a matematikai kifejezésben felismerni, s6t — ami még nagyobb hiba — magyarazé elvként alkalmazni. Itt valojaban arrél van sz6

csupan, hogy a magneses mezé valtozasat (B-ot) az indukalt elektromos mez6 (E) balsodrassal veszi kdrbe, mikdzben az egymassal dsszekapcsolt
gorbementi és fellileti integralok szamolasanal a korlljarasi iranyhoz megallapodas szerint ugy kell megvalasztani a felllet iranyitasat, hogy ezek jobb-
sodrasuak legyenek. A lll. térvényben megjelend minuszjel ennek a két egyszer(i dolognak a matematikai megjelenése. Kissé tréfasan mondhatjuk, hogy
ha Gauss balkezes lett volna (és ennek megfelel6en a gérbementi és fellleti integralok kapcsolatat a koriljarasi irany és a fellletiranyitas balsodrasa
mellett értelmezte volna), akkor a lll. térvényben nem szerepelne minuszjel (megjelenne viszont az elsében!). S valéban: a valtozé elektromos mez6 altal
keltett magneses mez§ valtozasa is olyan elektromos mez6t indukal, amely az eredeti elektromos mez§ valtozasaval ellentétes iranyu, mégsem szerepel
az elsé térvényben minuszjel. Igaz viszont, hogy az energiamegmaradas térvényének ellentmondana, ha sem az I. térvényben sem a lll. térvényben nem

szerepelne minuszjel, de az semmiképpen sem tekinthetd az energiamegmaradas megnyilvanulasanak — még csak nem is a természet tulajdonsaga —,
hogy a minuszjel éppen a lll. térvényben jelenik meg.

Feladat

Onindukcié

Hatéarozzuk meg egy szolenoid menetei mentén az —<j> Edr mennyiséget, ha rajta | (t) aram folyik keresztil!
G

Megoldas

A szolenoid belsejében a magneses indukcié B = 4, % I (t) nagysagu, és a szolenoid tengelyével parhuzamos. Ezen indukcidnak a szolenoidot alkotd kérve-

zetdk (= a menetek) mindegyikének fellletére vonatkoztatva I BdA= Ho %AI (t) fluxusa van, ami | (t)-vel egyitt valtozik. It a feliilet normalisat az aram ko-
F

ruljarasi iranyahoz képest jobbsodrasunak valasztottuk (ha balsodrasunak valasztottuk volna, jB@:—yo%AI (t)-t kellett volna irnunk). A Ill. Maxwell-
F
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egyenlet szerint a szolenoid egy menete mentén —Eﬁ Edr :%j BdA= Ho % Adld(tt)
G

, ahol a kérbejaraskor az arammal egyiranyban kell haladnunk (mert csak

ez esetben hasznalhatjuk az jBﬁ:yo%Al (t) dsszefiiggést). A szolenoid menetei mentén haladva azt a feliiletet, amelyre B-nek fluxusa van N-szer jarjuk
F

2
kérbe, igy a szolenoid menetei mentén — I dij. BdA = 4, N7 Ad ® , ahol G, a szolenoid menetei mentén hizédé gérbe.
G F ‘
Megjegyzés
5} G
> A stacionarius aramokkal atjart rendszerekben (ahol Id(t ) =0) egy zart hurok mentén —<}5 E(r)dr= —I E(r‘)dr‘—f E(r)dr-..=U, +U, +..=0 értéket

di (1)
dt

kaptunk (Kirchhoff 1.). Ha a hurok tekercset is tartalmaz, akkor —.[ Edr a tekercsre esd szakaszon az el6bbiek szerint /‘o A , vagyis ugy sza-
G

molhatunk, mintha a tekercsen yO—A%(tt) feszlltség esne. Fontos azonban, hogy ez a mennyiség — bar fesziiltség jellegli — mégsem fesziiltség,

mert értéke nem fiiggetlen attdl, hogy az aram iranyaban haladva milyen palyan jutunk a tekercs egyik végétél a masikig: a tekercs kdrnyezetében

SﬁEdF #0, s igy feszlltséget a tekercs mentén értelmezni sem lehet! Ugyanakkor a huroktdérvény mégis fenntarthatd, ha a tekercsen es6 feszlltség

helyett a 1, — Adld(t)

értékkel szamolunk. Szokas ezt ,réviden” (de egyébként az el6bbiek szerint helytelenll) tgy mondani, hogy a tekercsben

dl(t)
U= N A
Mo M

feszlltség indukaldodik. Helyesebb ilyenkor a fesziltségtél vald megkiilonbdztethetéség érdekében inkabb indukalt elektromotoros

di (t)

erérél beszélni. Magat azt a jelenséget, hogy a tekercs menetei mentén haladva a tekercs kapcsai k6zott 4, 7 A —dt | abszolutérték, feszlltség jel-

legli mennyiséget értelmezhetiink, 6nindukciénak nevezziik.

» Latjuk, hogy a tekercsben indukalddé elektromotoros er6 a rajta atfolyd aram valtozasi gyorsasagaval aranyos. Az aranyossagi tényez6t a tekercs 6n-
2

indukciés egyiitthatéjanak nevezzik, és altaldban L-lel jeldljik: a szolenoid 6nindukcids egyitthatdja L = g, N7A. Az 6nindukcids egyitthato Sl

egysége a definiciojabol kivetkezéen: L % - % - % — Qs=H (henry).
al
» Az el6bbi megfontolasbol kdvetkezik, hogy ha tekercs mentén az arammal ellentétes iranyban haladunk, akkor a tekercsre esé szakaszon a —j Edr ér-

G

) N2 dl(t)
téket —p, — A
Ho = M

szerint szamolhatjuk.

Osszefoglalva
dl (t)

Mondhatjuk, hogy a tekercsen |U| =L abszolutértékl feszlltség esik, amit a huroktérvénybe az U = L formaban kell beirni, aszerint, hogy a te-

dl (t)
d

kercsen a hurok menti kériljaras kdzben az arammal egyiranyban (+), vagy ellentétes iranyban (-) haladunk at. (Ugyanaz a helyzet, mint az ellenallason esé
fesziiltség esetében: U = +RI, aszerint eléjelezve, hogy az arammal egyiranyban (+), vagy ellentétes iranyban (-) haladunk.)

A magneses mezé energiasliriisége

Feladat

Hatarozzuk meg, mennyi munkat végez az elektromos mez8, mikézben egy szolenoid belsejében B nagysagu magneses indukcioval jellemezhet§ magneses
mez6t épit fel!

Megoldas

Ha a tekercsre U, elektromotoros erejli fesziltségforrast kapcsolunk, az elektromos teljesitmény U, | . Mint lattuk, ahhoz, hogy a szolenoidon U, feszliltség

() da®

eshessen, a rajta atfolyd dramnak valtoznia kell, mégpedig ugy, hogy az U, = L —— &sszefliggés teljesuljon. Ezzel a teljesitmény LI (t)— alakba irhato.

o

Y i) ) I (t) 1
Az elektromos munka a teljesitménybsl W = [ LI () —=dt= | LI(t)dl = L[ } =5 LI2.
0

0 0
P(t)
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NI
Lattuk, hogy a szolenoidban folyé |, er6sségl aram a szolenoid belsejében B = 4, 70 nagysagu magneses indukciot hoz létre. Ebbdl az elektromos munkat

2,2
a felépitett magneses mez6 indukcidjaval is kifejezhetjlik: IO:B—f\I = W:% B/Z. Felhasznalva, hogy a szolenoid o©nindukciés egyitthatoja
Ho HyN
£

\'
NZA 1 A B 1A
( PO

, az elektromos munka W = =
X #OZN/Z/ 2 1y

jat noveli, a szolenoidon végzett elektromos munka a benne felépllé magneses mez6 energidjat fedezi. Mivel ez a munka aranyos a szolenoid térfogataval,
kénnyen kiolvashatjuk a magneses mez6 energiasiiriiségét:

L=y B2. Ahogy a kondenzatort t5It6 aram a lemezek kozott kialakuld elektromos mezé energia-

Elektromagneses hullam vezeté mentén

Feladat

Hatarozzuk meg egy igen széles szalagpar mentén (kondenzatorlemez jellegl elrendezés),
milyen sebességgel halad a lemezek toltdttségének allapota, miutan a kezdeti pillanatban a
szalagpar végére U, fesziltséget kapcsolunk!

Megoldas

Ha a baloldali lemezre kapcsoljuk a pozitivabb potencialt, a baloldali lemezen pozitiv tolté-
sek indulnak befelé, amelyek a lemez egyre tavolabbi részeit toltik pozitivra: a baloldali le-
mezen befelé mutatd aram folyik. Ugyanigy télti a jobboldali lemezt negativra a kifelé folyd
aram. Abban a térrészben, amelyben a lemezek mar toltétté valtak, az U, potencialkiilénb-

U
ség a kondenzatorjelleg miatt homogén E :FO' nagysagu térerésséget hoz létre. A vezeték

siklemez jellege miatt a bennik folyé d&ram ugyancsak homogén, B = y,| nagysagu méagne-
ses indukcidt kelt. Vegyunk fel a mar toltétt allapot hataran (z hely) a lemezek kozott egy
zart gorbét (téglalapot) a lemezekre merdleges sikban, ugy, hogy a hatart jelentd oldallal
parhuzamos oldala ott legyen, ahova a toltott allapot dt id6 mulva érkezik, majd alkalmazzuk
Maxwell 11I. térvényét:

@E&:—ijédﬁ ~ Eb--—BbAz=Bb22—Bbv = E=Byv,
I dtd A At
Vv

ahol kihasznaltuk, hogy a feliiletnormalis az abra szerinti koriiljaras mellett felfelé mutat, igy B TN dA, amivel BdA=—BdA, tovabba, hogy az elektromos tér-
erfsség a z+ Az helyen még nulla, q} Edr = Eb (mert a lemezekkel parhuzamos oldalak mentén E meréleges az oldalra). Vektorkomponensekkel felirva:
G

-E,=B,(-v,) = E,=Bv,.
Vegyunk fel egy zart gérbét hasonléan, de most a lemezekkel parhuzamos sikban, és alkalmazzuk Maxwell I. torvényét:

4) Bdr = ¢, 4, ij' Edf = Ba=¢,u, 1 Eanz- soyoEaE =guEav = B=gyu,Ev.

: dty At At
Vektorkomponensekkel felirva:

By =&y Hy (_Ex)(_vz) = &yHo Exvz
Az E,-re és a B, -ra nyert egyenletek egybevetésébdl:

E, = Byvz 1 1
= v,=% = =-v.
By = &uE,Y, VEoHo &0ty

Ha a hulldam visszafelé halad, —v, helyett mindenditt v, szerepel, igy

E/x:_vaVz v oo+ 1 _ 1 —v
B,y =—gottE v, ’ VEokly  {EoHo ’

vagyis ugyanaz a terjedési sebesség adddik.
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Energiadgramlas az elektromdgneses hullamban

Feladat

Hatarozzuk meg, mennyi energiat szallit az el6z6 feladat szerint siklemezek kozott terjed6 elektromagneses hullam!

Megoldas

Mikézben a lemezeken a tolt6ttségi allapot a z-tengely mentén egyre tavolabb jut, egyre nagyobb térrészben épll fel az az elektromos és magneses mez6,
amelynek energias(irlisége a magneses indukcidval kifejezve:

2
pem:lg(,EHLBZ:L(gO#OEHBZ):L B ~+B -Llg
2 2p, 214, 244 | g1V Hy
Sl

1
Ugyanezt az energias(ir(iséget az elektromos térer6séggel is kifejezhetjiik:

1 1 1 1 1
Lo :ESOEZ +ﬂ82 =a(€0y0E2 + Bz)zﬂ(‘sOyOEz + e V' E) =Z(é‘0y0E2 +61,E?) = £, E.
Osszefoglalva
1 1 1
Pon == &,E- +——B> =¢,E* =—B*
2 214 Hy

Ennyi az energiasiriség abban a térrészben, ahova a hullam mar eljutott. Ahova még nem jutott el, ott az energias(iriség 0. Igy a vezetSkre merdleges, ab
méreti fellleten dt id6 alatt w,, vdt energia daramlik at, vagyis az energia-dramsiiriiség (= az a mennyiség, amelynek fluxusa az energiadram-erésség, ami
pedig az a mennyiség, amelyet az eltelt idével megszorozva megkapjuk az adott fellileten a széban forgé id6 alatt ataramlott energiat):

4 v V & v 1
S=vp,, =VgE =———¢,E* =— L E* =— —EB.
Vi€ My VY 4o V iy

Az energia-aramsiriiség S| egysége a definiciéjabdl kdvetkezéen: [w] = M = L
[FIldt] m%s

Kihasznalva, hogy E L B, tovabba, hogy ExB T v, S egyszeriibben is megadhaté:

SZLEXB:EXH
Hy

Az S-sel jeldlt elektromagneses energiadram-siir(iség vektort Pointing-vektomak nevezziik. Valamely feliiletre vett fluxusa az elektromagneses energiaaram

tl
erésségét adja, aminek id6 szerinti integralja a széban forgd fellileten ataramlé elektromagneses energiaval egyenlé: W = ”i ExBdAdt.
i, F Ho

Lendiiletaramlas az elektromagneses hullamban

Feladat

Hatarozzuk meg az el6z6 feladat szerinti vezet6 lemezpar kdzé helyezett tokéletes vezetSlapra (p =0) hato er6t! (A vezeté lap rovidrezarja a lemezeket.)

Megoldas
A tokéletes vezetd belsejében B=0, mert ha B ndvekedni kezdene, ez elektromos érvénymez6t keltene, ami p =0 miatt E barmilyen kis értéke mellett tet-
szélegesen nagy arams(r(iséget indithatna, ami viszont B eredeti értékének valtozasaval ellentétes B-jarulékot hozna létre. Igy a lezarast jelentd tokéletes

vezetbig B = g, L azon tul pedig B=0. A kiilsé forrastdl (vezet6 szalagpar) szarmazé B-t a feliileti aramoktdl szarmazo B kompenzalja ki. Ha a feliileti &ram
a

vonalmenti slrlisége j;, akkor az altala hordozott aram er6ssége j;a. Az b hosszon futé j;a nagysagu aramra a magneses mez6 a Neumann-térvény sze-

rint F = j;abB nagysagu erét fejt ki, ami a lemeznek dt id6 alatt Fdt nagysagu lendlletvaltozast okoz. Ezt a lendiletet a lemez csak az elektroméagneses hul-

|

lamtdl kaphatta, igy a lendiiletmegmaradas térvénye csak ugy tarthaté fenn, ha ez elektromagneses hullamnak is lendiiletet tulajdonitunk. Ugyanezen id6 alatt
az elektromagneses hullam a lemezben vdt mélységig jutott volna (de nem jutott, mert a lemezen beliill E=0 és B=0). A lemezben a hullam a dt ideig Avdt
térfogatott toltott volna meg, igy a mezdben rejlé lendiilet siiriisége
2
Ba
Fdt 4 B EB S

TAdt A v gV
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A lendiilet vektormennyiség, célszer(i ezért a lendiletsiiriséghez is iranyt rendelni, mégpedig F iranyat. Mivel F TTv 11 S,

z
A lendiiletsiiriiség S| egysége definiciojabdl kovetkezéen: [g] = {%}[3] -5
%

£
m2 mz;{ S n{{m mzs.

Az elektromagneses hullam visszaverédése
Jeldljik E,, -szel a beérkezd hullam térer6sségének x-komponensét, E,, a visszaver6dd hullam térer6sségének x-komponensét. Ezekkel a lezaro ellenélla-
son es6 feszliltség: U = \Ex\b=‘be + E\,x‘b. Legyen hasonléan a B, és B, a lezarasnal a beérkezd ill. a visszaver6d6 elektromagneses hullam indukcidjanak
y-komponense. A gerjesztési térvényt a lezarason atfolyé aramra felirva:
Ba= sl = | :Ezi\sby +B,,
Hy  Hy
A lezar6 ellendllasra az Ohm-torvényt felirva:

27 ‘be+va b 79 Eo My ‘be+va 79‘//.1770
I ave, be_va a & ‘be_va aye,

E
Bevezetve a & =—> visszaver6dési tényezét:
b X

a
:I‘be_va Ho&pV, = aVE, ‘be _va .
0

Eyx +E x
E, E

vV X

1+i
RbJZEmvabJE B EJZ g _p [14£
ajé ‘be*va‘ ajé& Ex| alg [1-¢ 1-¢
-] — =
Eox R
Mi \va\ _ . N . 1+¢& R-R, . L he Ann
ivel |E, , S‘Ehx e ‘sl = [l+&=1+¢& ¢és [1-¢|=1-¢&, igy R:R]W = R-RE=R -R¢& = &= RiR ahol R a vezetékpart lezaré ellenallas értéke, R,
b X - + )
pedig a vezetékpar geometriai viszonyaira jellemz6 — a vezetékpar hullaminpedencidja — adat: R, = b #—". Mivel J’Z‘] nem fligg a vezetékpar adataitol, érté-
aleg, &

472k

ey 21,2
lc = léﬂzk =377 Q, a konkrét vezetékparra vonatkozé adat pedig ennek az
R c

4rk

ke a vezetékpar geometriai adataitdl figgetlenil meghatarozhaté: J/ZO =
&y

értéknek a — arannyal t6rténd szorzasaval nyerhetd.
a

Specidlis esetek:
> R=0= ¢(=-1 = E, =-F, (atérer6sség ellentétes iranydra valt)
> R>R, = £=1 = E, =-E, (atérer6sség azonos iranyu marad)

> R=R = £{=0 = E, =0 (nincs visszaverédés)

A hullam altal szallitott energia disszipacioja

Feladat

A lemezpar mentén terjed® elektromagneses hullam energiat szallit a lezarashoz. Hatarozzuk meg a lezaré ellenallas fuggvényeként, hogy a hullam altal oda-
szallitott energia hanyad része disszipalddik a lezarason! Hatarozzuk meg, milyen lezaro ellenallas-érték mellett maximalis a rajta disszipal6dd energia!

Megoldas
bluw bl b aR

El8szor kifejezziik a terjedési sebesség nagysagat a hullamimpedanciaval: R, =— [~ == | 20 == v = v=—-". Ezzel a lezarashoz érkez4 hullam altal
aje ajsH a b 11

szallitott teljesitmény:

2 2 2
R. =Sab:iEbBb ab=ivab=5ﬁab=5;&a2.
Hy Hy /‘oﬁ(ﬂ Ho
v
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A lezarason disszipalddott teljesitmény:

B’a’ 1+¢& B*a? a’1+¢& 2 a’1+¢ B, 1+5
Riw =R =R=—=R2— =R =1z (B +By) = RO—ZQBW 1+Bby R Bé el il R Bby(l £)=Rel1-¢%).
/‘IO ’ %fo Hy — Hy 2y,
B3 Re
. . B\ry .
ahol kihasznaltuk, hogy —=-¢, ami az E,, =B, ,v,, B,, =&, E,Vv, és az E,, =-B,v,, B,, =—¢,4,E, v, Osszeflggésekbdl kdvetkezik. A visszaverddeési

y

R-
tényezd a lezaro ellenallastol fugg: & =

R,
+R,
o (oo [ (RRY

dP,
A lezarason disszipalddott energia azon R mellett maximalis, amelyre teljesil a d‘:;‘ =0 feltétel:

, s igy

R,
dpﬂ:—ﬂ,eE Pbed§ de =R, E=—2|:> R-R, R+RR+R, —2|:>be(R7R’)2RJ =0 > R-R =0 = R=R.
dR dR d:f dR dR R+F?0 (R+R>) (R+RO)3

_2,; -

dz

4R
A beérkez6 hullam altal szallitott energia akkor disszipalddik tehat maximalis hanyadban, amikor a lezaré ellendllas értéke a hullamimpedanciaval egyenlé. Ez
az un. illesztett lezdras.

Osztott paraméteri halézat
A gerjesztési torvénybdl:

gSBa:,uOITE = Ba=yl = B:yol
G F a

A Gauss-torvénybdl:

E‘SEdAf—J‘pdV = E=
&y v

A magneses energia a kijelolt térfogatban:

2 2
%}Bl—am ;}l/yozl abAsz bAzIZ, .
pm(] AV AL
AL b oL b
E—Hog = a—ﬂog- .
Az elektromos energia a kijel6lt térfogatban:

Q@

1 2 1 772 2
—¢g,E“abAz=— &, ~ab. = Q°,
2N 2%\ & 25 a* (Az)’ 2 §,8Az

s = — b

AC a oC a

— =g~ = ——=&—-
Az b 0z b

A G zart gérbére a Faraday-Lenz-térvény: @Eﬁ = —%j Bdf = —I%‘?(ﬁ. Az integralokat részletesen kiirva:
G F F

-E(z)b+ E(zo)+6—E azb-F 4z =—ngdz,
0z 22 0z 2 ot
E(2+A2) AR
AU
.
OBbl R __Opp_, RO _oLd
oz oz ot aat oz at’

=z
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oU OR 0 b al oL ol oU oOR, oLal
———Il=-—Bb=yy—=-—7"— > —=—I-——.
0z oz ot a ot 0z ot 0z 0z 0z ot
— — —— ——
a | a r !
5[%;) oz

A toltésmegmaradas szerint:

o 0 ol (z
gdzﬂdt:—l (Z)dtJr I(z)+£dz dt — @dZU da = %@:ﬂ,@u
0z ot —_—— 0z 0z 0z ot 0z 0z
N ) L LL Le

a z helyen

AC WU Kidramlo toltés H(zrz)a AG C 4
Q az+dz helyen bedramlo toltés Ly
a két lemez kozotti
atvezetésen elaramlo
toltés
Bevezetjiuk a kovetkezb jeldléseket: o« =cC, R =r, G =g, a =/.
oz 0z oz 0z

— ¢ neve vonalmenti kapacitds: az a mennyiség, amivel a vezetékpar egy szakaszanak hosszat megszorozva a vezetékpar szoban forgd szakaszanak

kapacitasat kapjuk. A vonalmenti kapacitas Sl egysége definiciojabdl kdvetkezéen: [c] = % = E;

z] m
— r neve vonalmenti ellendllds: az a mennyiség, amivel a vezetékpar egy szakaszanak hosszat megszorozva a vezetékpar széban forgé szakaszanak el-
as . } [RI Q.
lenallasat kapjuk, Sl egysége r = ——=—;
[Az] m

— ¢ a vonalmenti dtvezetés: az a mennyiség, amivel a vezetékpar egy szakaszanak hosszat megszorozva a vezetékpar széban forgd szakaszanak atve-

zetését kapjuk, Sl egysége r = @ = i;

[Az] m

— [ a vonalmenti 6nindukcios egyditthaté: amivel a vezetékpar egy szakaszanak hosszat megszorozva a vezetékpar széban forgd szakaszanak onin-

dukcios egyutthatojat kapjuk, Sl egysége r = M = E

[Az] m

Ezekkel az indukcios térvénybdl nyert egyenlet: %—U =rl— Z:;—lt, a téltésmegmaradasbol nyert egyenlet pedig: c% :ﬂ— QU = g—l = 0%4* gU . Az indukcids
z 0 z z

A

térvénybdl nyert egyenletet z szerint derivalva, majd ?—I imént nyert értékét behelyettesitve:
0z

o7 oz ooz
Ez az un. telegraf-egyenlet:

A2) A 2
v _9 éﬁal :rcaU +rgu +¢c%+é9@.
ot ot

U (zt o°U (zt oU (z t
(2’ )=fc (2’ )+(rc+gf)y+rgu(z,t)
0z ot ot '
Specidlisan, ha r =0 és g =0 (nulla ellenallasu vezet6 és atvezetés nélkili szigetelé a lemezek kdzott), akkor
U ou
—=(lc—-.
oz ot?

Ez hullamegyenlet (= olyan masodrendi differencialegyenlet, amelynek megoldasa U = f (z+ vt) alaku). Hogy a fenti differencialegyenletnek barmely, z-t6l
és t-tél f(zi vt) alakban fluiggd, z és t szerint kétszer derivalhat6 fluggvény valéban megoldasa, arrél egyszer( visszahelyettesitéssel kézvetlenlil meggy6-
z8dhetunk:

ouU oU  o(zxw) alb) o*uU . dU oU  oa(z+w) ou U
2 0(zew) 0z 02 a(zavy ot azxw) o | alzew)
0z z+ 0z 0z o(z+twt) zt+ 0 o(z+wvt)

1 +v
. ) . 1 1
Ebbdl az is kiolvashatd, hogy v* = ‘c. Figyelembe véve ¢ és ¢ definicidjat: v=——=———= .
ay gy! ] Tic } bg 3 '—/‘ogo
0 %0
d b

AzU-=f (zirvt) alaku fuggvényeket hullamfiiggvénynek hivjuk, mert a fliggvény argumentumabdl kiolvashatdéan olyan hely és id6 szerinti fliggést ir le,
amely valamely helyt6l Az-vel jobbra esé helyen At _Az idével kés6bb szolgaltatja ugyanazt az értéket, mint a kiszemelt helyen, a kiszemelt pillanatban, va-
gyis mondhatjuk, hogy a fliggvény altal leirt allapot v navgységu sebességgel jobbra halad:

Zy—Vtg = Zy+AZ-V(ty +At) = AzZ-VAt=0 = At =%.

Eppen az ilyen jelenséget szokas hulldmnak nevezni. Az elmondottakbdl az is kdvetkezik, hogy az U = f (z—vt) alaku fliggvények novekvd z-értékek felé (al-
talaban jobbra) halad6 hullamot irnak le, migaz U = f (z+vt) alaku figgvények csokkend z-értékek felé (altalaban balra) haladét.
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A v-értékre nyert eredménybdl latjuk, vakuumban a vezetd szalagok kézott a hullam fénysebességgel terjed. Az itt bemutatott meggondolas értelemszeri
modositasaval belathatd, hogy ha a vezetd szalagok kdzétti teret olyan anyag tolti ki, amelyre &, > 1, ill. x4 >1, akkor a hullam terjedési sebessége kisebb a
vakuumban mérhetd értéknél:

1 1 V,

vékuum

ahol v .. @ fény vakuumbeli terjedési sebessége. Példaul a viz relativ dielektromos allanddja ¢,;, = 80, igy vizben az elektromagneses hullam (s mint ilyen
természetesen a fény is) kb. kilenced része sebességgel terjed, mint vakuumban. Ez olyan nagy kulénbség, ami kisérleti uton is kdnnyen ellenérizhetd.

Mint lattuk, az r =0 és g=0 feltételek mellett a vezetd szalagpar kozott csillapitatlan elektromagneses hullam terjedhet. Amikor r >0 vagy g >0 (esetleg
mindkettd) teljesiil, a hullam csillapodik: energiajat a vezetd szalagpar d¢ szakaszan fellépé rd¢1? és gd/U? héfejlédés apasztja.

V=

Megjegyzés

Mint a korabbiakban lattuk, az elektromagneses hullam csak abban a térrészben szallit energiat, ahol E =0, és B = 0, vagyis a lemezpar kozotti térrészben.
Azt is megvizsgaltuk mar, hogy az elektromos hal6zatra kapcsolt fogyaszté az elektromagneses hullam altal szallitott energiat disszipalja el (ill. hasznositja
mas uton, pl. villanymotor). Mindebbdl az az elsé pillanatra meglep6 tény kdvetkezik, hogy a vezetékek segitségével tovabbitott elektromos energia nem a ve-
zetékben, hanem a vezetékek kozotti térrészben vandorol a fogyasztdhoz! S6t, tekintettel a vezetékre jellemz6 r mennyiségrél elmondottakra, mondhatjuk,
hogy a vezetékben a kdzvetitendd energia helyett éppen a veszteség ,terjed” a fogyaszto felé.
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Halozatok

Kétpolusok

A kétpdlusok olyan aramkori elemek, amelyek két kivezetéssel csatlakoznak a halozat tovabbi részéhez. Viselkedésiiket a két kivezetés kdzott mérhetd fe-
sziltség, és a kivezetéseken atfolyé aram viszonyat leiré un. kétpdlus-karakterisztikaval jellemezzik. A kétpolus-karakterisztikakat képlettel szokas megad-
ni, de sokszor ,beszédesebb” lehet az U — | -kapcsolat grafikus megjelenitése.

u
Ellenallas (altalanosabb értelemben)
Olyan kétpolus, amely a rajta végzett elektromos munkat maradéktalanul hévé alakitja (nem tarol energiat): d'Q=U (t) | (t)dt
(ahol d'Q a folyamatban a dt id8 alatt eldisszipalt hé), és a rajta esd fesziiltség az atfolyé arammal aranyos: U (t) ~ | (t). Az /

aranyossagi tényezét ellendllasnak nevezziik: U (t) = RI (t). Ezt az dsszefliggést az ellendllds karakterisztikdjaként is szem-
lélhetjuk, és tekinthetjik az ellenallds imént adott definicidjaval egyenértékli meghatarozasanak is. Az ellenallas rajzjele:
R

—{ .

Specidlis ellenallasnak tekinthet6 a vezeték, amelyen az elektromos munka mindig nulla, barmekkora aram folyik is at rajta (olyan ellenallas, amelynél R=0).
A vezeték rajzjele:

Megjegyzés
Az ellenallas elektromagneses energia szempontjabol tisztan veszteséges jellege miatt szokas magat a veszteséges jelleget rezisztiv jellegnek is emlegetni.
Az ellendllassal szemben nem rezisztiv jellegl kétpolus a kdvetkezékben targyalt kondenzator és tekercs.

/
Kondenzator (altalanosabb értelemben)
Olyan kétpdlus, amely a rajta végzett elektromos munkat ,tarolja” (= kés6bb visszaalakithatd energiafajtava alakitja), mégpe-
dig ugy, hogy a benne tarolt energia megvaltozasa aranyos a rajta esé fesziiltséggel és annak megvaltozasaval: dE ~U (t)dU . du
Az aranyossagi tényez6t a kétpdlus kapacitdsanak nevezziik: dE = CU (t)dU . A tarolt energia valtozasat az elektromos mezé —(F
munkaja fedezi, igy CUMQAU = DMQ1 (Ddt = 1(D) = C%(t) Ezt az 8sszefiiggést a kondenzator karakterisztikdjaként

is szemlélhetjlk, és tekinthetjik a kondenzator imént adott definicidjaval egyenértéklii meghatarozasanak is. A kondenzator

c
rajzjele: .

Megjegyzések
— Az elektrosztatikdban megismert toltéstarold eszkdz (amit ott ugyancsak kondenzatornak neveztiink) megfelel ennek a definiciénak (éppen ezért nevez-
hetjuk mindkettét kondenzatornak), hiszen az itt definialt kondenzatoron ,ataramlott” toltés

Q= jl( )de 7jch(”

u(t)

dr=C j du=clu(], =cu),
és az elektrosztatlkaban éppen ez volt a téltéstarold eszkdz kapacitasanak a definicidja. Ezek utan mar természetesnek tekinthetjik, hogy a kondenza-
tor altal tarolt energiara az itt megadott (altalanosabb érvény() definicié szerint is ugyanazt az eredményt kapjuk, mint az elektrosztatikaban a toltés-

t u(t) UZ(T) U 1
tarolo eszkoz esetében: E(t)=IdE: I CU (r)du :C{ > } :ECUZ(t).
0 0

0

— Mivel a kondenzator energidja a rajta esé fesziltség fliggvénye, s mert a kondenzator energiagja ugrasszeriien nem valtozhat meg (ahhoz ugyanis végte-
len teljesitményre lenne sziikség), a kondenzatoron esé fesziltség sem valtozhat ugrasszerien.

Tekercs (dltalanosabb értelemben) v

Olyan kétpolus, amely energiat tarolni képes, és a benne tarolt energia megvaltozasa aranyos a rajta atfolyé arammal és an-

nak megvaltozasaval: dE ~ | (t)dl . Az aranyossagi tényez6t a kétpolus énindukciés tényezéjének nevezzik: dE = LI (t)dl . dl
A tarolt energia valtozasat az elektromos mezd munkaja fedezi, igy LNQdI =U (t)\ét\ldt = U= Ldl—(tt) Ezt az Ossze- W
fuggést a tekercs karakterisztikdjaként is izemlélhetjijk, és tekinthetjik a tekercs imént adott definicidjaval egyenértéki

meghatarozasanak is. A tekercs rajzjele: 0000,
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Megjegyzés
— A magnetosztatikdban megismert magneses energiatarold eszkdz (amit ott ugyancsak tekercsnek neveztiink) megfelel ennek a definicidnak (éppen ezért
nevezhetjik mindkettét tekercsnek), hiszen a szolenoid dnindukciés egyltthatéjat éppen az U (t) = L%(tt) Osszefliggéssel értelmeztik. Ezek utan mar

természetesnek tekinthetjik, hogy a tekercs altal tarolt energiara az itt megadott (altalanosabb érvény(i) definicid szerint is ugyanazt az eredményt kap-

t 1) 2047®
juk, mint a magnetosztatikaban: E(t) = jdE = j LI (r)dl = L{IT(T)} = %LI 2(1).
0 0 0

— Mivel a tekercs energidja a rajta atfolyd aram fliggvénye, s mert a tekercs energidja ugrasszerlien nem valtozhat meg (ahhoz ugyanis végtelen teljesit-
meényre lenne sziikség), a tekercsen atfolyé aram sem valtozhat ugrasszerien.

U

Fesziiltséggenerator (fesziiltségforras)

Olyan kétpolus, amelyen az elektromos munka aranyos a rajta atfolyd arammal és az eltelt idével: d'W ~ I (t)dt. Az ara-
nyossagi tényezét a feszlltségforras elektromotoros erejének nevezziik: d'W =U, | (t)dt. E definicidbdl kiolvashato, hogy
az U, -vel jeldlt elektromotoros erd feszlltségjellegli mennyiség, igy Sl egysége: volt. A definicié szerint a fesziltséggenera- /
toron esé feszliltség fliggetlen a rajta atfolyd aramtdl: U (t) =U, (t). Ezt az Gsszeflggést a fesziiltséggenerdtor karakte-
risztikdjaként is szemlélhetjlk, és tekinthetjik a tekercs imént adott definiciéjahoz hasonléan a fesziiltséggenerator egyen-
értékli meghatarozasanak is. A feszlltséggeneratorhoz altalaban iranyitast is rendeliink (melyet a generator rajzjele mellett
feltiintetett nyillal adunk meg, vagy ezzel egyenértékiien a generator polaritadsanak feltlintetésével a rajzjel mellett), mégpedig az altala inditott aram iranyat,
vagyis a generator negativ polusatél a pozitiv pélusa felé mutatét. Ez azt jelenti, hogy a huroktdrvény alkalmazasakor generatoron esé fesziiltséget akkor kell

pozitivra el6jelezniink, ha a bejeldlt iranyitassal ellentétesen haladunk (!), és akkor negativra, ha a bejeldlt iranyitassal egyez6éen haladunk. A fesziiltséggene-
U

|, e ( )Ue
rator rajzjele: - , vagy I (ezt csak egyenfesziltségli generatorok jeldlésére hasznaljak), esetleg .

Aramgenerétor (éramforras)

Olyan kétpdlus, amelyen az elekiromos munka aranyos a rajta esé feszlltséggel és az eltelt id6vel: d'W ~U (t)dt. Az ara-
nyossagi tényez6t az aramforras névleges kapocsdramanak nevezzik: d'W =1,U (t)dt. E definiciobdl kiolvashatd, hogy
I.-vel jeldlt névleges kapocsaram aramijellegli mennyiség, igy Sl egysége: amper. A definicié szerint az aramgeneratoron U
atfolyd aram fuggetlen a rajta es6 fesziltségtél: 1(t) = 1,(t). Ezt az 6sszeflggést az dramgenerator karakterisztikdjaként
is szemlélhetjlk, és tekinthetjik az aramgenerator imént adott definicidjaval egyenértékli meghatarozasanak is. Az aramge-
neratorhoz altalaban iranyitast is rendeliink (melyet a generator rajzjele mellett feltlintetett nyillal adunk meg, vagy ezzel
egyenértékilien a generator polaritasanak feltlintetésével a rajzjel mellett), mégpedig az altala generalt aram iranyat, vagyis a generator negativ pdlusa feldl a
pozitiv polusa felé mutatot. Ez azt jelenti, hogy a huroktérvény alkalmazasakor generatoron esé fesziltséget akkor kell pozitivra el6jelezniink, ha a bejeldlt
iranyitassal ellentétesen haladunk (!), és akkor negativra, ha a bejeldlt iranyitassal egyez6en haladunk. Mindez azt is jelenti, biztosak lehetiink abban, hogy a
halézatnak abban az agaban, amelyben az aramgenerator szerepel, a névleges kapocsaram folyik, és abban is, hogy ez arrafelé folyik, amerre az aramgene-

I e
rator iranyitasa mutat. Az aramgenerator rajzjele: —D*, esetleg @ .

/
Kapcsolé 5 ,
Olyan kétallapotu kétpdlus, amely egyik allapotaban egy nulla névleges kapocsaramu aramgeneratorként mikodik (ezt a N nyiott
kapcsolé nyitott vagy kikapcsolt dllapotanak nevezzik), masik allapotaban pedig egy nulla elektromotoros erejl fesziilt- U

séggeneratorként (ezt a kapcsol6 zdrt vagy bekapcsolt allapotanak nevezziik). A két allapot kdzotti atvaltashoz a kapcso-
I6nak valamilyen vezérlé jelre van szliksége. Ez lehet mechanikai jel (mechanikus kapcsolo), de lehet elektromos jel is (pl.
fesziiltség vagy aram), sét szinte barmilyen egyéb jel is (pl. fény, nyomas, hémérséklet, stb.). A kapcsolo rajzjele: nyitott
kapcsold: ——«—— zart kapcsolo:

Megjegyzés
A kapcsol6 ismertetett definicidja szerint a kapcsold nyitott allapotaban nem folyik aram, barmekkora feszlltség esik is rajta, a kapcsolé zart allapotaban pedig

nem esik rajta feszultség barmekkora is a rajta atfolyé aram. Ez azt jelenti, hogy a kapcsolon az elektromos teljesitmény (és vele egyitt a munka is) a kapcso-
16 mindkét allapotaban nulla.

Diéda

Olyan fesziltségvezérelt kapcsold, amely zart allapotaban nem szikségképpen nulla elektromotoros erejii feszlltséggene-
ratort valdsit meg. A didda zart kapcsoloét megvaldsitod allapotaban megjelend elektromotoros erét a diéda nyitofesziiltsé- ‘

gének nevezzik. A nyitéfesziltség a didda megvaldsitasatol fliggd, jellemzd adata. Ha a nyitéfesziltség nulla, akkor a diéda Un U
lényegében egy feszilltségvezérelt kapcsolonak is tekinthets. A didda rajzjele: —PF—_ A disdakarakterisztika aszimmet-
rigjabol kdvetkezden a diédahoz is tartozik iranyitads, amit azonban nem kell kiilén megjeldini, mert mar a rajzjel is kézvetle-
nll magaban hordozza: amikor a diddan a nyitéfeszultség esik (vagyis, amikor a diéda vezetési allapotban van), a rajzjelbdl
kiolvashato iranyu aram folyik at rajta. A diédanak azon elekir6dajat, amelyen az aram belép, anédnak nevezzik, azt az
elektrodat pedig, amelyen az aram kilép katédnak.
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Megjegyzés
— A didda definiciéjabol kdovetkezéen, ha a diddara a nyitéfesziltségnél kisebb feszultséget kapcsolunk, nem folyik rajta aram (ezért lesz nulla a rajta esé
teljesitmény). A nyitéfesziltségnél nagyobb feszlltség a diddan nem eshet.

— Zavaré lehet az a terminologia, miszerint a didda azon allapotat, amelyben nyitott kapcsoloként viselkedik, a diéda zart allapotanak nevezik, azt pedig,
amelyben zart kapcsoldként viselkedik, a didda nyitott allapotanak. Ez a széhaszndlat a szakirodalomban annyira meghonosodott mar, hogy a beldle
esetlegesen fakado félreértéseket csak ugy lehet elkerlini, hogy az allapotok megjeldlésére teliesen mas megnevezéseket hasznalunk. Példaul a nyitott
kapcsolénak megfelel6 allapotot azzal jellemezziik, hogy a diéda nem vezet, a zartat pedig azzal, hogy vezet.

A kétpdélusok osztalyozdsa
A kétpolus-karakterisztika altalaban valamely ®(U, |) =0 relaciéval adhaté meg (ahol U és | pillanatnyi értékek). Egyszerlibb esetekben a d)(U, | ):0 impli-
cit fliggvény U =@y (1) vagy | =@, (U) alakra hozhato (vagyis U vagy | explicit alakban is kifejezhetd), ahol @, és @, nem szilkségképpen linearis (esetleg
az id6tdl is fliggd) operator. A kétpdlusokat @ alakjatol figgéen csoportositjuk. Specialis csoportot képeznek az un. forrdsok:

— U(t)=U_(t): fesziltségforras

— 1(t) = 1, (t): aramforras
Tovabbi specializdlas: U, (t)=U, (fesziiltséggenerator), és | (t)=1, (dramgenerator), ezek egyenaramu forrasok, ill. az U,(t)=Uysin(at+¢p) és
I.(t) = 1,sin(at + ) tipust forrasok, ezek Un. periodikus forrdsok.

A kétpolus rezisztiv, ha @, és @, valods fliggvénykapcsolatot jelent és nem tartalmaz differencialast vagy integralast. Ellenkezé esetben a kétpdlus dinami-

kus. igy a forrasok rezisztiv kétpolusok, az U (t) = Ldld—(tt) ésaz l(t)= C%t(t) karakterisztikaju aramkéri elem viszont dinamikus.

Linearis kétpolus

A kétpdlust linearisnak mondjuk, ha a karakterisztika valamely valtozéjat két valtozéérték linearis kombinacidjaként eléallitva a hozzatartozéd fliggvényérték
ugyanazon valtozéértékekhez tartozé fliggvényértékek ugyanazon linearis kombinacidjaként allithato eld: @y (K1, +k,1,) =k @y (1) +k @y (15),
@, (kU; +kU,) =k @, (U;)+k, @, (U,). Ellenkez6 esetben a kétpdlus nem linearis.

Invarians kétpolus
Olyan kétpdlus, amelynek karakterisztikdja invaridns az id6ébeni eltolassal szemben (=a kétpdlusnak nincs ,el6élete”): @ (I ,t) =@y (I ,t—z‘),
D, (U,t) =0, (U,t—r). llyenek példaul az ellenallasok, kondenzatorok, tekercsek, nem ilyenek az akkumulatorok és a telepek (ezek elektromotoros ereje, és

belséellenallasa is flgg a rajtuk korabban atfolyt aram értékétél és fennmaradasuk idétartamatdl is). Nagyon szigorian véve az ellenallasok sem mindig te-
kinthetdk invariansnak, hiszen a rajtuk atfolyéd aramok melegitik az ellenallasokat, ami viszont megvaltoztatja a rajtuk esé fesziiltség és rajtuk atfolyé aram vi-
szonyat (vagyis a kétpdlus karakterisztikajat).

Fesziiltséggel gerjeszthetd kétpolus
A kétpdlus karakterisztikaja alapjan barmely U (t) fliggvény barmely kis szakaszahoz egyértelmiien tartozik egy I (t) fliggvény. llyen kétpolusok:

— azellenallas: 1 (t) = U—F(:) barmely U (t) fesziiltségfliggés esetén,

du (t)

— akondenzator: | (t)=C barmely differencialhato U (t) fesziltségfliggés esetén,

— az aramgenerator: | (t) =1, (barmely fesziiltséghez ugyanaz az aram tartozik) az aram a feszliltség fliggvényében konstans,
— a nyitott kapcsolo: | (t) =0 (barmely fesziiltséghez nulla aram tartozik) az aram a feszliltség fliggvényében konstans,

— a zart allapotd (nem vezetd allapott) dioda: | (t) =0 (barmely, a nyitofesziiltségnél kisebb fesziiltséghez nulla aram tartozik) az aram a fesziiltség fligg-
vényében konstans.

Ugyanakkor példaul a tekercs nem gerjeszthet6 feszlltséggel, mert a rajta esé fesziltség egy adott pillanat kis kornyezetében nem hatarozza meg egyértel-
mien a rajta atfolyé aramot, és nem gerjeszthetd feszlltséggel a zart kapcsolé sem, mert rajta mindig nulla fesziiltség esik, barmekkora aram folyik is at rajta.

Arammal gerjeszthet6 kétpélus
A kétpdlus karakterisztikaja alapjan barmely | (t) fliggvény barmely kis szakaszahoz egyértelmiien tartozik egy U (t) fliggvény. llyen kétpdlusok:

— azellenallas U (t) = RI (t) barmely 1 (t) aramfliggés esetén,

atekercs: U (t) = L%ﬁt) barmely differencialhato | (t) aramfiiggés esetén,

a feszultséggenerator: U (t) =U, (barmely aramhoz ugyanaz a feszliltség tartozik) a feszliltség az aram fliggvényében konstans),

a zéart kapcsolo U (t) = 0, (barmely aramhoz nulla feszlltség tartozik) a fesziiltség az aram fiiggvényében konstans,
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— a nyitott allapotl (vezetd allapotd) didda: U (t) =U,, (barmely aramhoz a nyitdfesziiltség tartozik), a fesziltség az aram flggvényében konstans.

Ugyanakkor a kondenzator nem gerjesztheté arammal, mert egy adott pillanat kis kdrnyezetében a rajta atfolyd aram nem hatarozza meg egyértelmien a raj-
ta es6 feszlltséget, és nem gerjeszthetd arammal a nyitott kapcsolé sem, mert rajta mindig nulla aram folyik at, barmekkora feszlltség esik is rajta.

Tetszbélegesen gerjeszthet6 kétpolus

Feszlltséggel és arammal is gerjeszthetd. A korabbi felsorolasokbdl kiolvashatd, hogy a targyalt kétpolusok kdzul egyedul az ellenallas ilyen tetszéleges fe-
szilltség és aram mellett. Egyaltalan nem ilyen a kondenzator és a tekercs, és csak abban az értelemben ilyenek a kétallapotu kétpolusok (a kapcsold és a di-
6da), hogy az egyik allapotukban fesziltséggel (de ilyyenkor arammal nem), masik allapotukban arammal (de ilyenkor fesziiltséggel nem) gerjesztheték.

Kauzalis kétpolus
HaU(t<t))=0 = I(t<ty)=® (U,t)=0,ill. ha I(t<t)=0 = U(t<ty)=dy(I,t)=0. Ellenkez esetben a kétpdlus nemkauzalis. A nem kauzalis két-

polusnak fizikai értelme nincs, hiszen ez azt jelentené, hogy a kétpdlus ,elére” megérezné a majdan bekdvetkezd gerjesztést. A gyakorlatban ezért csak ritkan
alkalmazzak, s csak modellként.

Passziv kétpdlus

t
W(t)= I U (t')I(t')dt’> 0 (- <t <o) barmely megengedett gerjesztésre. Ellenkez6 esetben a kétpolus aktiv.

Nonenergikus kétpdlus
Olyan passziv kétpolus, amelyre W (t)=0 teljesl.

Kétpolusok soros és parhuzamos kapcsoldsa

Két kétpdlust sorosan kapcsolthak mondunk, ha a kapcsolas jellegébdl adddoan, sziikségképpen azonos aram folyik at rajtuk. Ha a két kétpdluson a kap-
csolas jellegébdl adédoan, szikségképpen azonos fesziltség esik, parhuzamosan kapcsoltnak mondjuk 6ket. Gyakori, hogy két azonos tipusu sorosan
vagy parhuzamosan kapcsolt kétpolus helyett eredd kétpolusrol beszéliink, azaz egyetlen olyan kétpdlusrdl, amely a két eredetit ekvivalens modon helyette-
sitheti a kapcsolasban (= ugyanazon korilmények kozott ugyanakkora fesziiltség esne rajta, és ugyanakkora aram folyna rajta, mint a két kétpoéluson egydtte-
sen).

Megjegyzés
A definiciokbdl fakad, hogy az egyetlen aramkérben szerepld két darab kétpolus meég akkor sem biztos, hogy vagy sorosan, vagy parhuzamosan lenne kap-

csolva, ha van kdzds pontra csatlakozo kivezetésik (polusuk). Ugyanakkor el6allhat olyan helyzet is, amelyben két kétpdlus egyszerre elégiti ki mindkét defi-
niciot. llyenkor sincs azonban semmiféle ellentmondas: a kétféle definicio alapjan szamolt aram és fesziltségértékek ilyenkor azonosnak adédnak.

Sorosan kapcsolt ellenallasok
A sorosan kapcsolt ellenallasok egylittesén esé feszliltség ekkor a kapcsolas definicidja és az Ohm-térvény szerint:
UMD =RIO+RI O +..+RI{t)=(R+R, +..+R,) 1 (=R (1),

vagyis a sorosan kapcsolt ellenallasok ellenallasanak eredéje:

R=R +R, +..+R,

Parhuzamosan kapcsolt ellenallasok
A parhuzamosan kapcsolt ellenallasok egyuttesén atfolyd aram ekkor a kapcsolas definicidja és az Ohm-térvény szerint:

. (t):uim+uim+___+uim:[¢+i+__,+¢ju 0 YO
R R R R R R R
vagyis a parhuzamosan kapcsolt ellenallasok ellendlldsanak ereddjére:
I 1 1 1
—=—t+—+...+—
R R R R,
Megjegyzés
Igen gyakran hasznalatos a két parhuzamosan kapcsolt ellenallas eredé ellendllasara vonatkozé 6sszefliggés: iR= é+é = R= R,Rl RZRZ . Az eredé ellen-
+

allas utdbbi alakban torténd kifejezését a két ellendllds replusszaként is emlegetik, és R @ R,-vel is (és gyakran R x R,-vel is) jeldlik.
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Sorosan kapcsolt kondenzatorok
A sorosan kapcsolt kondenzatorok egyuttesén esé feszliltség ekkor a kapcsolas definicidja és a kondenzator definicidja szerint:
1 1} 1 11 1)} 15
U= 1) dr+—[1 () dr+.t— 1 (z‘)d‘rz[—+—+...+—j | () dr= L1 ()ar,
ghoseg o d hos(ded g ios-
vagyis a sorosan kapcsolt kondenzatorok kapacitasanak eredéjére:

I 11 1
— =t —t.+—
C C G C,

Parhuzamosan kapcsolt kondenzatorok
A parhuzamosan kapcsolt kondenzatorok egyulttesén atfolyé aram ekkor a kapcsolas és a kondenzator definicidja szerint:
du (t) ic, du (t) +.4C, du (@) _ (G +C +...+Cn)du (t) _cWw (t)’

dt dt dt dt dt

vagyis a parhuzamosan kapcsolt kondenzatorok kapacitasanak eredéje:

C=C +C, +..+C,

1(H=¢

Sorosan kapcsolt tekercsek
A sorosan kapcsolt tekercsek egylittesén es6 fesziiltség ekkor a kapcsolas és a tekercs definicidja szerint:
di (t) di (t) di (t) dit) | di(t)
U)=L —+L ——+..+L,——=(L +Ly +..+ L) ——=L——=>
a7 dt "t (Li+Ly ”)dt dt
vagyis a sorosan kapcsolt tekercsek 6nindukcids egyutthatéjanak eredéje:

L=L+L+.+L,

Parhuzamosan kapcsolt tekercsek

A parhuzamosan kapcsolt tekercsek egylttesén atfolyé aram ekkor a kapcsolas és a tekercs definicidja szerint:
t t t t t

| :LJU (r)dr+i_l.U (T)dr+...+i_l.U (z)dr :[i+i+...+ijjU (r)dr :ljU (r)dr,

Lo L [ L L Lo Jo Lo

vagyis a parhuzamosan kapcsolt tekercsek 6nindukciés egyutthatéinak eredéje:
I 1 1 1

—_—=—+—+...+—
L L L L

n

Sorosan kapcsolt fesziiltséggeneratorok

A sorosan kapcsolt fesziltséggeneratorok egyittesén esd feszlltség ekkor a kapcsolas és a feszultséggenerator definicidja szerint:
U®)=U,,+U,,+..+U., =U,,

vagyis a sorosan kapcsolt fesziiltséggeneratorok elektromos erejének eredéje:

U.=U.,+U., +..+U.

ahol az egyes generatorokon esé fesziiltségeket el6jelesen kell figyelembe venni: Valamelyik (6nkényesen valasztott) generator elektromotoros erejét pozitiv
eldjellel vesszik figyelembe az 6sszegben, és ezzel megegyez&en a vele azonosan iranyitott generatorok elektromotoros erejének mindegyikét is, negativ
eléjellel pedig a vele ellentéteseket. Ha ekkor pozitiv 6sszeget kapunk, akkor az ered6 (helyettesitd) feszultséggenerator iranyitasa megegyezik az 6nkénye-
sen kivalasztott iranyitassal, ha negativat, akkor ellentétes vele.

Parhuzamosan kapcsolt fesziiltséggeneratorok
A kapcsolas definicioja szerint a parhuzamosan kapcsolt feszlltséggeneratorok mindegyikén azonos feszlltségnek kell esni, amiaz U, #U_ ,,... esetben el-
lentmond a feszultséggenerator definicidjanak, ami azt jelenti, hogy ez a kapcsolas strukturadlisan nem regularis (= 6nellentmondast tartalmaz).

Sorosan kapcsolt aramgeneratorok
A kapcsolas definicidja szerint a sorosan kapcsolt aramgeneratorok mindegyikén azonos aramnak kell atfolynia, ami az 1., # 1. ,,... esetben ellentmond az
aramgenerator definicidjanak, ami azt jelenti, ez a kapcsolas strukturalisan nem regularis.

Parhuzamosan kapcsolt aramgeneratorok
A parhuzamosan kapcsolt aramgeneratorokon egylttesen atfolyd aram ekkor a kapcsolas definicidja és az aramgenerator definicidja szerint:
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T =T+l +otlon =1

e
vagyis a parhuzamosan kapcsolt aramgeneratorok aramanak ereddje:
le=lei+leatotley

ahol az egyes generatorok névleges kapocsaramat el&jelesen kell figyelembe venni: Valamelyik (6nkényesen valasztott) generator névleges kapocsaramat
pozitiv eljellel vesszuk figyelembe az dsszegben, és ezzel megegyezden a vele azonosan iranyitott generatorok kapocsaramanak mindegyikét is, negativ
eléjellel pedig a vele ellentéteseket. Ha ekkor pozitiv 6sszeget kapunk, akkor az eredé (helyettesitd) aramgenerator iranyitdsa megegyezik az 6nkényesen ki-
valasztott iranyitassal, ha negativat, akkor ellentétes vele.

Sorosan kapcsolt kapcsolok

Nyilvanvald, hogy ez a kapcsolas csak akkor vezet, ha mindkeét kapcsold be van kapcsolva. Ha a vezetési allapotot logikai 1 allapotnak tekintjlik, a nem veze-
tést pedig logikai nullanak, akkor ez a kapcsolas logikai ES kapcsolatot valdsit meg:

Ka Kg K, €s K, sorbakotve A| B | AESB
nem vezet nem vezet nem vezet 0 0 0
nem vezet vezet nem vezet 0|1 0

vezet nem vezet nem vezet 1 0 0
vezet vezet vezet 1 1 1

Parhuzamosan kapcsolt kapcsolok

Nyilvanvald, hogy ez a kapcsolas csak akkor nem vezet, ha mindkét kapcsolé kikapcsolt allapotban van. Ha a vezetési allapotot logikai 1 allapotnak tekintjuik,
a nem vezetést pedig logikai nullanak, akkor ez a kapcsolas logikai VAGY kapcsolatot valosit meg:

Ka Kg K. €S Ky pdrhuzamosan kétve A | B |AVAGYB
nem vezet | nem vezet nem vezet 0 0 0
nem vezet vezet vezet 0 1 1

vezet nem vezet vezet 1 0 1
vezet vezet vezet 1 1 1

Megjegyzés

A logikai aramkoérokben a logikai valtozoknak altalaban nem aramértékeket, hanem fesziltségszinteket feleltetnek meg, és ezek kdz6tt valdsitjak meg alkal-
mas kapcsolas kialakitasaval a kivant logikai miveletet. Sem a sorosan, sem a parhuzamosan kapcsolt kapcsolokhoz nem értelmezhet6 két fliggetlen beme-
net, igy vellk nem szokas logikai halézatot kialakitani.

Sorosan kapcsolt diédak

Ha a diédakat azonos iranyitassal kapcsoljuk 6ssze, akkor mindaddig, amig a diédakon esé fesziiltségek 6sszege nem éri el a két didda nyitéfeszultségének
Osszegét, valamelyik diéda bizonyosan lezart (= nem vezetd) allapotban van, igy a két sorosan kapcsolt didda szakadast képvisel. Novelve a két diodan
egylttesen es6 fesziltséget, a két nyitéfesziiltség 6sszegének elérésekor, mindkét didda feszlltséggeneratorként kezd miikddni (vagyis vezetési allapotba
keriil), igy a rajtuk esé fesziiltség tovabb mar nem névelhets. Osszességében ez azt jelenti, hogy a két sorosan kapcsolt diéda olyan diédaként viselkedik,
amelynek nyitofesziltsége a két didda nyitéfesziiltség dsszege.

Ha a diédakat ellentétes iranyitassal kapcsoljuk sorba, akkor a karakterisztikabdl kiolvashatéan valamelyikik a rajuk kapcsolt fesziiltség barmely értékénél le-
zart (nem vezetd) allapotban van. llyenkor tehat a sorbakapcsolt diddak szakadassal helyettesithetdk.

Parhuzamosan kapcsolt diédak

Ha a diddakat azonos iranyitassal kapcsoljuk 6ssze, akkor a rajuk kapcsolt fesziltséget ndvelve értelemszeriien az a didda nyit ki el6szér (az kezd vezetni),
amelyiknek a nyitofesziiltsége kisebb. Innentél kezdve a diddakon esé feszlltség tovabb nem ndvelhetd, mert a nyitott didda fesziiltséggeneratorként miiko-
dik. Mindez 6sszefoglalva azt jelenti, hogy a két parhuzamosan kapcsolt didda is diédaként mikodik, amelynek a nyitéfesziltsége a két didda nyitéfesziiltsége
kézul a kisebbel egyenlé.

Ha a diddakat ellentétes iranyitassal kapcsoljuk dssze, akkor a rajuk kapcsolt fesziltség névelésekor az egyik diéda mindvé- |
gig lezarva marad, a masik azonban a nyitéfesziiltségének elérésekor vezetni kezd. Ugyanez térténik a masik diddaval a rajuk

kapcsolt fesziiltség csdékkentésekor (mert ekkor ez all nyitéiranyban). Osszességében az aramkdr szakadasként viselkedik, ha

a rajuk kapcsolt feszlltség abszolutértéke mindkét didda nyitéfesziltségénél kisebb, és alkalmas iranyitasu fesziltséggenera- = ny,2
torként mikadik, ha rajuk kapcsolt fesziltség eléri a megfelelé didda nyitdfesziltségét. A megrajzolt karakterisztikabdl kiolvas- f 7]
hatéan ez a viselkedés nem azonosithaté egyetlen kétpdlus viselkedésével sem. Uny,1
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Idedlis karakterisztikdju kétpolusok soros és parhuzamos kapcsoldsanak, helyettesitésének 6sszefoglaldsa

Kétpdlus Soros kapcsolas Parhuzamos kapcsolas
> -y
Ellenallas R=) R —=) —
k=1 R ok
1 21 i
Kondenzator —=) = C=)>C,
c k=1 Ck k=1
4 1 01
Tekercs L=>L, —=y—
k=1 L gk
n
Feszlltséggenerator U, = ZUC,k nem regularis
k=1
; n
Aramgenerator nem regularis I, = Z lek
k=1
nem helyettesithet6 egyetlen kétpolussal: | nem helyettesitheté egyetlen kétpolussal: csak
Kapcsolo csak akkor vezet, ha mindkett6 be van akkor nem vezet, ha egyik sincs bekapcsolva
kapcsolva (= logikai ES kapcsolat) (= logikai VAGY kapcsolat)
azonos iranyban bekotve: egyetlen ugyan- | azonos iranyban bekétve: egyetlen ugyanilyen
ilyen iranyu didédaval helyettesitheté amely- | iranyd diédaval helyettesithetd, amelyre
Diéda re U"Y :Uﬂygl +U“)’»Z Uny = min{uny,l’uny,z}
ellentétes iranyban bekétve: szakadassal e e
helyettesithetd nem helyettesithetd egyetlen kétpdlussal

Harompdlus (ohmikus kétpolusok csillag- és deltakapcsolasa)

Feladat

Hatarozzuk meg, hogy az abra szerinti harompolusok (delta- és csillagkapcso-
las) az elemek milyen értékei mellett miikodnek azonos modon!

Megoldas
Tekintslk a csillagkapcsolast! A csoméponti toérvény az 1-es csomopontra:

I ls

i+l +l3=0 = =1, +1;=6,(U,-U,)+G;(U;-U,),
és hasonldan a 2-es és 3-as csomopontra:

- Iy I3

=l =l =0 = L=-l,-1y :Glz(Ul _Uz)+Gz3(U3_U2)'
- I

12

“li=ls 4l =0 = I3=—l;3+1y=G;(U; -U;)+Gy (U, -Us).

A harom aram 6sszege
li+1y 415 =(=G, =G5 + Gy + Gp3)U; +(Gpy —Gyp =Gy + G5 )U; +(Gj3 +Gy3 ~Gj3 — Gy )U; =0,

igy ez lehet akar egy csomopontba befolyd aramok ésszege is. Ha e csomopont potencialja U, a hozzafuté agak vezetése pedig rendre G, G,, G;, akkor
Iy :GIZ(UZ *U1)+G13(U3 *Ul)ze‘l (UO—UI), I, :GIZ(UI *U2)+G23(U3 *Uz)ze‘z(uo *Uz)v I3 :Gl3(U1 *U3)+623(U2 *U3):63(U0*U3)-

G,, G,, G;-mal is felirva, hogy |, +1, +1; =0, G (U, -U,)+G,(U,-U,)+G;(U,-U;) =0, ahonnan

GU, +GU, +GU,
T G +G, 4G,

I, kifejezésébe U, értékét beirva:

23

Uo

GU, +GU, +GU;
G +G,+G;

Innen U,, U, és U, egyitthatdinak egyenléségébdl:

(G, +G3)U; +GpU, + G5 = G, GU,.



Utolso frissités: 2002.09.23. 18:18 Villamossdgtan 1. félév 78. oldal
G __ GG . . __ GG

G+G,+G," 7 G +G,+G, PG +G,+Gy

G,; meghatarozasahoz |, kifejezésébe U, értékét beirva:

GU, +GU, +GU;

G,+G;=G -

GU; =(Gy; +Gy3)U, +GU; =G, G +G, 4G, -GU,.
U,, U, és U, egyitthatoinak egyenl6ségébdl:
GG, G} 3 G,G;
=1 +Gy =G, -—F——-6sGyy=—""""—-.
G G +G,+G, G2+ G =G, G +G, +G, 27 G +G,+G,
Osszefoglalva
GGy
Ck=G 76,46
| T65, +5

A delta—csillag-atalakitashoz a fenti harom ismeretlent tartalmazo6 egyenletrendszert G;-re (ill. a belSle szarmaztathatd R;-re) kell megoldanunk. Ehhez el-
sz6r mindharombdl kifejezzik G, + G, + G;-t,

GG, GG,
= = +G,+Gy=——=
G G +G, +G; G+G G G,
G, SRS\ SN G +G,+G, -GG
G+G+G G,
G G,G
Gy = ﬁfﬁr% = G+G,+G; = ﬁ = GG + GG, + GG = G,G;,

majd az igy nyert egyenletekb&l meghatarozzuk G, és G, 6sszefliggését G;-mal:
GIGZ :GIGB = GZ :iGS!
3

GIZ Gl3
GIGZ :G2G3 - 61:%63
GIZ G23 G23

Ezeket a harmadik egyenlet masodszorra kifejezett alakjaba beirva:

B&%%*GB%%+G&%_@9/:0 = G2:G12+GB%§+GB:GlZGIS+GI(;(j23+GI3GZ3-

GG, GG,
A vezetések helyett az ellendllasokat behelyettesitve:
11 11 11 1
AR YRR TR RS R RRaRy
1 _RyRs RyRs RsRy R - Rs __ RoRy
1 11 11 11 fR.+R,
R R. ( 7}32&3%3 Ry +Rs+ Ry

LI S . S
Rl} RIZ Rl3 RIZ R23 R13 R23
Hasonlo6an:
Rl: R2Rl3 ,éS R_;= R13R23 .
Rys+R;+R, Ry +R;+R,
Osszefoglalva
R. = Rijkj
]
R, +R3+Ry;
Megjegyzés

Szokas a csillag—delta atalakitasra vonatkozd Osszefliggéseket sokkal ,egy-
szer(ibb” Gton is levezetni: A delta-kapcsolasban az 1-es és 2-es pontok kozott
részben az R, ellenallason keresztil, részben a ,sorbakétott” R; — Ry; ellenal-
lasokon keresztul folyik aram, a csillag-kapcsolasban ugyanezen pontok kdzott
a ,sorbakotétt” R —R, ellenallasokon keresztll. A két kapcsolas akkor lehet
ekvivalens, ha

=R12(R13+R23) Iy
RHR Ro+R3+Ry =
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Hasonléan
R]}(RZ+R23) és R, +R, = st(R2+R3)
R, +R3+ Ry Rz*Rs*st.

Az elsé két egyenletet 6sszeadva, majd az 6sszegbdl a harmadikat kivonva:

2Rﬁ@ﬂﬂgiﬁyﬂgzRﬂ%+%ﬂ+RJ%+%Q7%A%+RQ:”%%+§R&ﬁﬁQ—§HﬁﬁB@:

R+R =

2+R3+R3 Ry+R3+R; Ry+R3+Ry; R, +R3+ Ry
Hasonléan
_RRy el RRy
k Rz*Rs*RB’eSRs R, +R;+ Ry

Ez a meggondolas azonban mar a kiindul6é pontban hibas, hiszen R, és Ry; csak akkor tekinthetd két sorbakapcsolt ellenélldsnak, ha I, =0, vagyis amikor
valgjaban nem is delta-kapcsolasrol van szo, és hasonléan az R és R; ellenallasok sem tekinthet6k sorbakapcsolt ellenallasoknak csak akkor, ha |, =0, va-
gyis ha nem csillag-kapcsolasrdl van szo! Ezeket a hibakat a fentebb bemutatott meggondolas még kétszer tartalmazza, vagyis 6sszesen hat hibas részmoz-
zanaton keresztil jut a helyes eredményhez. Mas olyan esetekben, amikor egy harom fokszamu csomépontba befutéd két ellenallast sorbakapcsoltnak tekin-
tink, altalaban hibas eredményt nyeriink. Az egyébként helyes végeredmény énmagaban nem igazolja az eljaras helyességét, hiszen pl. 2-2 =4, mégsem
szerencsés a szamok szorzasat 6sszeadassal helyettesiteni, bar 2+2 = 4 is helyes! Pedig mennyivel ,egyszeriibb” lenne...

A kétpolusok gyakorlati megvaldsitasa

Bar a kétpdlusok definicioi idealizalt tulajdonsagokat tartalmaznak, viszonylag széles hatarok kézott igen jo kdzelitéssel megvaldsithatok a gyakorlatban is. A
kovetkez6kben az idealizalt tulajdonsagoktol valé eltérésekkel foglalkozunk.

Ellenallas s

Az ellendllas definicidja I1ényegében a fémes vezet6k allandd hémérsékleten torténé aramvezetésére talalt Ohm-térvényt A/ ’ :

emeli a definicié rangjara, amikor az ellendllason esé fesziiltség és a rajta atfolyd aram aranyossagat kivanja meg. Ez az )

aranyossag azonban széles aramtartomanyban mar fémes vezetékre sem teljesll, pl. az aramvezetés kdzben eldisszipalt hd 1 /

okozta hémérsékletemelkedés miatt sem. A feszlltség—aram-karakterisztika kisebb-nagyobb szakasza azonban ilyenkor is

linearisnak tekinthetd, ilyenkor is beszélhetiink tehat ellenallasrol, de a viszonylag tavol esé ellenallas-tartomanyokban az igy R(0)>R(I;)
du

értelmezett ellenallas, mas és mas, vagyis az ellenallas aramfiiggé: R(1,)= Tl
1=l

Eltérést okozhat az idealis viselkedéstdl pl. az is, hogy (kulénésen a nagy aramok atbocsatasara tervezett ellenallasokat gyakran készitik huzalbdl, amelynek

hosszat ugy névelik az el6allitandé ellenallas altal megkivant értékre, hogy a huzalt felcsévélik. Az igy elkészitett ,ellenallas” viszonylag szerény menetszamu

szolenoidnak is tekinthetd, s mint ilyen energiatarolasara is képes, vagyis az ellenallas gyorsan valtozé aramok esetén szamottevd 6nindukcids egyitthatéval

is rendelkezik. Ezt az effektust egy az idealisnak gondolt ellenallassal sorosan kapcsolt, ugyancsak idealisnak tekintett tekerccsel szokas figyelembe venni,

vagyis az ellendllas karakterisztikajat két idealis kétpolus karakterisztikajabal allitjuk 6ssze.

A viszonylag nagy aramokra tervezett ellenallasok kivételével az ellenallasokat altalaban valamilyen szigeteld testre (t6bbnyire keramia rudacskara vagy la-
pocskara) felvitt vezet6 réteggel (régebben szénréteg, napjainkban fémréteg) valdsitjak meg, és a réteg anyaganak és vastagsaganak megvalasztasaval allit-
jak be a megvalodsitani kivant ellenallasértéket.

Az ellenallasok elméleti szempontbdl kevésbé jelentds, a gyakorlatban azonban rendkivil fontos jellemzéje a terhelhetésége (= maximalis teljesitménye).
Tobbféle teljesitménysorozat van forgalomban, melyek kozil a leggyakoribbak: 0,01 W, 0,1 W, 0,25 W, 0,5W, 1 W. A terhelhetéség egyértelmiien meghata-
rozza az ellenallas geometriai méreteit: a nagyobb terhelhetéséghez nagyobb geometriai méretek tartoznak. Az azonos terhelhetéségi ellendllasokat a kdny-
nyebb tervezhet6ség érdekében azonos geometriai méretekben készitik. Tovabbi, a gyakorlat szempontjabdl jellemz6 adat a tiirés, ami arra jellemz6 adat,
hogy a sorozatban gyartott alkatrészek jellemzd adata hany szazalékban kilénbozhet a névleges értéktdl. Jellemz§ tlrési sorozatok: 0,1 %, 1%, 5 %, 10 %.

Kondenzator

A kondenzatorok gyakorlati megvaldsitasa tébbnyire a sikkondenzator elrendezést igyekszik megvalésitani, azzal a kilénbséggel, hogy a lemezek fellletét a
kivanatos kapacitas elérése érdekében igyekeznek minél nagyobbra késziteni. Ez a kivanalom azonban ellentmond a kicsiny térfogatban valé megvalésitha-
tédsagnak, ami altalaban ugyancsak kovetelmény. It is jelenthet megoldast a felcsévélés, amikor is a kondenzator lemezeket igen vékony fémszalagokbdl ké-
szitik, amelyek k6zé ugyancsak igen vékony szigetel6 szalagot tesznek, majd az igy elkészitett ,szendvicset” csévélik fel. Ez is hasonldé eredményre vezet,
mint az ellendllasok esetében: itt ugyan nem maga az energiatarolas ténye okozza az idealistdl vald eltérést (hiszen maga a kondenzator is energiatarolo),
hanem az, hogy a tarolt energia megvaltozasat a kondenzatoron ,atfolyé” aram megvaltozasa is kivaltja, vagyis, hogy a kondenzator 6nindukcids egyutthato-
val is rendelkezik. Ugyanez a probléma akkor is fellép, ha a felulet névelését mas ,geometriai trikkel” oldjak meg, pl. egymasba simulé igen sokszdgl csillag-
felUletekkel. Ezt az effektust egy az idedlisnak gondolt kondenzatorral sorosan kapcsolt, ugyancsak idedlisnak tekintett tekerccsel szokas figyelembe venni.

Eltérést okozhat az idealis viselkedéstél az is, hogy a lemezek koz6tt elhelyezett szigeteld ellenallasa nem végtelen nagy, vagyis a kondenzator dtvezetéssel
rendelkezik. Ez azt eredményezi, hogy a kondenzatorban tarolt energia egy része eldisszipalddik, s igy tobbé nem alakithaté vissza maradéktalanul elektro-
mos munkava. Ezt az effektust egy az idedlisnak gondolt kondenzatorral parhuzamosan kapcsolt, ugyancsak idealisnak tekintett ellenallassal szokas figye-
lembe venni, vagyis a kondenzator karakterisztikajat két idealis kétpdlus karakterisztikajabadl allitjuk 6ssze.

A kondenzatorok elméleti szempontbdl kevésbé jelentds, a gyakorlatban azonban rendkivil fontos jellemzéje az a maximalis feszultség, amelyet a kondenza-
torra kapcsolva a fegyverzetek kozotti szigeteld réteg még biztonsagosan szigetel6ként viselkedik. Ez az érték nagy mértékben fligg a szigetelé anyag meg-
valasztasatol és vastagsagatol. A leggyakrabban alkalmazott szigetelé anyagok: papir, polietilén félia, valamilyen fémoxid. Ez utébbit magaban a kondenza-
torban hozzak létre elektrolizissel altalaban csupan néhany molekula vastagsagban, hogy a kapacitas a fegyverzetek kicsiny tavolsaga miatt elegendéen nagy
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legyen. llyenkor ahhoz, hogy az elektrolizis folyamata |étrejohessen, az egyik fegyverzetnek magat az elektrolitot valasztjak, a masiknak egy olyan fémbdl ké-
szitett tonkot vagy lemezt, amelynek oxidja biztositja a szigetel6 réteget (a fémoxidok altalaban nagyon j6 szigetel6k). Ezzel a technolégiaval viszonylag kis
geometriai méretekben nagy kapacitasok érhetdk el: pl. egy tipikus szabvanyérték(i 470 uF-os kondenzator akar 0,5 cm®-nél kisebb térfogatban is. Osszeha-
sonlitasképpen megemlitjiik, hogy a Féldnek mint gémbkondenzatornak a kapacitasa ennek az értéknek nem egészen kétszerese (709 pF)! Az elektrolitot tar-
talmazoé kondenzatorok hatranya, hogy viszonylag gyorsan ,6regszenek”: az elektrolit a gondos lezaras ellenére kiszarad, ami a gyakorlat szempontjabdl a
kondenzator kapacitasanak jelentés cs6kkenésében nyilvanul meg. Tovabbi hatrany, hogy az elektrolit-kondenzatorok atvezetése nagyobb, mint az egyéb-
technoldgiakkal készitetteké. Az elektrolit-kondenzatorok altalaban polaritasérzékenyek: csak olyan polaritassal kapcsolhaté rajuk fesziltség, ami nem indit be
jelent8s gazfejlédéssel jaro elektrolizist: ellenkezd esetben a kondenzatorban a nyomas olymértékben megnéhet, ami a kondenzator felrobbanasahoz vezet.
Az Uzemszer( mikddés szempontjabol kivanatos polaritast a kondenzator rajzjelében is megjelenitik, hogy a kapcsolasi rajzrél leolvashaté legyen. Az elektro-

oy e
lit-kondenzator rajzjele: IH vagy [I .

Kisebb mértékl kapacitasnovelés érhetd el azonos térfogatban a fémoxidok helyett szilikatok szigetel6ként val6é alkalmazasaval, de az igy készitett (un. ke-
ramikus kondenzatorok) kapacitasa igen erésen fligg a hdmérséklettdl (olymértékben, hogy a veliik készitett kondenzatorok akar hémérsékletmérésre al-
kalmasak). Viszonylag kis méretiik és polaritasérzéketlenségiik miatt mégis elterjedten alkalmazzak 6ket olyan helyeken, ahol a kapacitas pontos értékének
nincs jelentésége (pl. gyors elektronikus aramkorok tapfesziltségén megjelend tranziensek szlrésére, de semmi esetre sem rezgékérékben).

Megjegyzés

— A kondenzator definicidjanal tett megjegyzés — miszerint a kondenzator ugrasfesziltséggel nem gerjesztheté — a gyakorlatban azt jelenti, hogy amikor ug-
rasfesziltséget probalunk egy kondenzatorra kényszeriteni (pl. téltetlen allapotban egy konstans elektromotoros ereji fesziltségforrasra kapcsoljuk), ak-
kor a kondenzator rovidzarként viselkedik, vagyis igen nagy aramot vesz ki a tapforrasbdl, olyan nagyot, ami mellett az egyébként jol hasznalhato
idealizaciok mar nem alkalmazhatok (pl. a feszultségforras mar nem tekintheté konstans kapocsfesziltségiinek, vagy a kondenzatorhoz kapcsolt vezeté-
kek ellenallasa mar nem tekinthet6é nullanak). Gyakori ezért, hogy a nem kelléen védett elektronikus tapegységet egy nagy kapacitasu kondenzator ra-
kapcsolasa tonkreteszi. Hasonlé jelenség Iép fel, amikor a feltdltott kondenzatort nulla ellendllasu vezetékkel rovidre zarva probaljuk meg kisitni. llyenkor
is olyan nagy aramok indulhatnak meg, amelyek akar meg is olvaszthatjak a vezetékeket, vagy akar a kondenzator lemezeit (az aram ezek egy részfelu-
letén is atfolyik). E jelenség gyakorlati alkalmazasaként szokas a viszonylag hosszu id6 alatt (kis arammal) feltéltétt kondenzator kisttésével ponthegesz-
teni.

— A kondenzator el6bbi megjegyzésben ismertetett viselkedését megfogalmazhatjuk ugy is, hogy a kondenzator a rakapcsolt feszlltség gyors valtozasaval
szemben fesziiltséggeneratorként viselkedik (amelynek elektromotoros ereje a kondenzator éppen fennall6 fesziiltsége), mégpedig annal inkabb, mi-
nél gyorsabb a valtozas. Ennek a tulajdonsagnak igen elterjedt alkalmazasa, amikor a kondenzatort ,révid tavl” fesziltségstabilizatorként hasznaljuk,

megakadalyozva ezzel egy feszilltség gyors ingadozasait (pl. tapegységek sziir6kondenzatora).

Tekercs

A tekercseket altalaban kicsiny fajlagos ellenallassal rendelkez6 fémhuzalbdl (tébbnyire rézbdl) készitik a szolenoid-geometriat alapul véve. Mivel a fémhuzal-
ban folyé aram a huzalt melegiti, a tekercsbe betaplalt elektromos munka mar nem alakithat6 vissza maradéktalanul elektromos munkava. Ezt az effektust
egy az idealisnak gondolt tekerccsel sorosan kapcsolt, ugyancsak idedlisnak tekintett ellenallassal szokas figyelembe venni, vagyis a tekercs karakterisztikajat
két idealis kétpolus karakterisztikajabdl allitjuk dssze.

Ugyanazon gerjesztéaram mellett jelentésen novelhetd a tekercsben uralkodé magneses indukcid (és ezen keresztil az 6nindukciés egyitthaté is) azzal,
hogy a tekercs belsejét nagy relativ permeabilitasd anyaggal toltik ki (vasmag). A vas atmagnesez6dése kézben azonban a vasban olyan folyamatok zajla-
nak, amelyek energiat disszipalnak, igy az ebbdl fakadé veszteséget is az ideadlis tekerccsel sorbakapcsolt ellenallassal szokas figyelembe venni. A vasmag-
ban keletkezd veszteség donté részben abbdl szarmazik, hogy a valtozd gerjeszté aram altal életre hivott valtozé magneses indukcié elektromos érvényteret
kelt, amely a viszonylag j6 vezet6képességl vasban aramot indit (6rvénydram). Az 6rvényaramok altal termelt Joule-h6t a tekercsbe betaplalt (a tarolasra
szant) energia fedezi, igy az energiatarolas szempontjabdl ez veszteségként jelentkezik. Ez a veszteség csokkenthetd azzal, hogy a vasmagot egymastol
elektromosan elszigetelt kis tartomanyokra bontjuk, mert igy adott magnesesindukcié-valtozas mellett a SEEdr mennyiség annyiszor kisebbé valik, mint

G
ahanyszor kisebbé valik a geometriai méret csékkenése miatt a G zart gérbe hossza. Ugyanennyiszer kisebb a vasanyag altal képviselt ellenallas is a gérbe
mentén (igy az 6rvényaramok erésségét az elszigetelt cellakra bontas végulis nem valtoztatja meg!), de az Iﬁgf)Edf formaban szamolhatoé elektromos teljesit-
G

mény annyiad részre cs6kken, mint ahanyad része az elszigetelt cella linearis mérete a teljes vasmag linearis méretének. A tekercs kiilénb6zd alkalmazasi te-
rileteinek megfeleléen mas-mas technoldgiat alkalmaznak a vasmag egymastdl elektromosan elszigetelt celldkra bontdsahoz: az energiatovabbitasra hasz-
nalt elektromos halézatokban alkalmazott transzformatorok vasmagjait pl. vékony lemezekbdl készitik, amelyek kdzé vékony papirbdl szigetel6 réteget he-
lyeznek, vagy a lemezeket szigeteld lakkréteggel vonjak be. Mivel az indukalt elektromos 6rvénymez6 térer6ssége annal nagyobb, minél gyorsabban valtozik
a magneses indukcid, a nagyfrekvencias technikaban alkalmazott tekercsek vasmagjait még aprobb tartomanyokra bontassal készitik: az igen apré vasszem-
cséket megolvasztott szigetel6 anyagba keverik, majd az igy keletkezett masszat lehiitve megszilarditjak (porvasmag).

A tekercsek elméleti szempontbdl kevésbé jelentés, a gyakorlatban azonban rendkiviil fontos jellemzéje az a maximalis aram, amely mellett a tekercsben ta-
lalhaté huzal még nem melegszik olyan mértékben, ami a tekercs karosodasahoz vezetne.

Megjegyzés
— Erésit6k felhasznalasaval viszonylag kénnyen megvalodsithaté olyan kapcsolas is, amely energiataroloként kondenzatort hasznal, de a kétpoluson esé fe-
szilltséget és a rajta atfolyd aramot ugy ,transzformalja” (Iényegében felcseréli 6ket egymassal), hogy annak viselkedése a tekercsével megegyezé le-

gyen (girdtor). Mivel a kondenzatorok fajlagos energiavesztesége [W

tarolt energia
kercsek kdzelebb allnak az idealishoz, mint a rézhuzalbdl készitett szolenoidok.
— A tekercs definiciéjanal tett megjegyzés — miszerint a tekercs ugrasarammal nem gerjesztheté — a gyakorlatban azt jelenti, hogy amikor ugrasaramot proé-

balunk egy tekercsre kényszeriteni (pl. egy konstans aramu aramforrasra kapcsoljuk), akkor a tekercs szakaddsként viselkedik, vagyis igen nagy fe-
sziltséget kényszerit a tapforrasra, olyan nagyot, ami mellett az egyébként j6l hasznalhaté idealizaciék mar nem alkalmazhatok (pl. az aramforras mar

] altalaban kisebb, mint a tekercseké, a giratorokkal megvaldsitott te-
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nem tekinthetd konstans kapocsaramunak, vagy a tekercshez kapcsolt vezetékek mar nem tekinthet6k egymastél elszigeteltnek). Ugyanez a jelenség Iép
fel akkor is, amikor az aramatjarta tekercs aramat megszakitjuk. llyenkor is olyan nagy feszultség indukalédik a tekercsben, amely mellett a megszakitas
mar nem tekinthet6 tébbé megszakitasnak (pl. szikra Ut at a megszakitott vezetékek kozott). E jelenség gyakorlati alkalmazasara a régebbi gyartasu gép-
kocsimotorok gyujtéaramkorének mikddése szolgaltat igen elterjedt példat, amelynek lényege, hogy egy tekercsen atfolyd aram mechanikus megszaki-
tasakor olyan nagy feszlltség keletkezik, ami elegend6 egy erre a célra létrehozott szikrak6zdn (gyujtogyertya) atugro szikra létrehozasahoz (ez robbant-
ja be alkalmas pillanatban a motor hengerébe beszivott a benzin—leveg6-keveréket).

— A tekercs el6bbi megjegyzésben ismertetett viselkedését megfogalmazhatjuk ugy is, hogy a tekercs a rajta atfolyd aram gyors valtozasaval szemben
dramgeneratorként viselkedik (amelynek névleges kapocsarama a tekercsen éppen atfolyéd aram), mégpedig annal inkabb, minél gyorsabb a valtozas.
Ennek a tulajdonsagnak igen elterjedt alkalmazasa, amikor a tekercset ,révid tavd” aramstabilizatorként alkalmazzuk, megakadalyozva ezzel egy aram
gyors ingadozasait (pl. a nagyfrekvencias aramkomponensek kijutasat egy rezgékor tapvezetékein — fojtotekercs).

— A gépkocsik gyujtéaramkadre a fentiek szerint a tekercs aramgenerator jellegli miikddésén alapul. Ugyanakkor a kondenzator fesziltséggeneratorként va-
16 mikddése is alkalmazast nyer ugyanebben az aramkdérben, ugyanis mig a gyujtégyertya szikrakézén atugré szikra nélkil a motor tzemképtelen, addig
a mechanikus megszakitast végz6é érintkezéknél fellépé szikra a megszakitéd felliletének korrodealasahoz vezet, ami megakadalyozza a megfelel6 ujabb
kontaktus létrejottét, s ezzel izemképtelenné teszi az egész motort (sokszor mar néhany szaz méter megtétele utan). Ezért a megszakitéd érintkezék ko-
z6tt kialakuld szikra megakadalyozasara Un. szikraolté kondenzatort kdtnek a megszakité érintkezdivel parhuzamosan, ami a fesziltségstabilizalo jelleg
révén akadalyozza meg, hogy a megszakitd érintkez6i kozott a fesziiltség oly mértékben megndéjon, ami szikra kialakulasahoz vezethetne.

— Csak érdekességképpen emlitjik meg, hogy a korszer(i gépkocsik motorjanak gyujtéaramkore is egy tekercs aramanak megszakitasaval allitia elé a
gyujtészikrat, de a megszakitast nem mechanikus érintkezé, hanem félvezetd aramkor latja el, de itt is szikség van a megszakité aramkéri elemen fellé-
pé feszlltségugras korlatozasara, mert a félvezetén belili atiités a félvezet6t tonkreteszi. Raadasul a mechanikus érintkezével szemben (aminek korrézi-
6jahoz csak sok-sok szikra egymasutanja vezet) a félvezeté mar egyetlen atitést kdvetéen is lzemképtelenné valik.

— A tekercs aramanak megszakitasakor fellépd feszlltségugras (induktiv I6kés) a gyakorlatban kikapcsoladsi jelenségként ismert. Szokas bekapcsolasi
Jjelenségrol is beszélni, ez azonban nem a kikapcsolasi jelenség forditottja, mert a gyakorlatban igen ritka, hogy egy aramgeneratorral sorbakotott te-
kercsre az aramgenerator ugrasaramot probalna kényszeriteni (a konstans aramu aramgeneratorra pedig izem kdzben rakapcsolni a tekercset nem le-
het, ti. amig nincs rakapcsolva a tekercs, az aramgeneratornak nincs min keresztilhajtania a konstans aramot, igy az nem is mikddhet Gzemszerien). A
gyakorlatban a tekercs aramkorbe iktatasa valamilyen fesziltség rakapcsolasat jelenti, ami értelemszeriien nem valt ki induktiv I6kést. Ugyanakkor azon-
ban az aramgenerator-jelleg ilyenkor is megmutatkozik, ti. abban, hogy a rakapcsolt fesziiltség a tekercsen azonnal megjelenik, de az aram ebben a pil-
lanatban még nulla marad, éppen csak id6ben linearisan ndévekedni kezd — ugyanis az ilyen jellegl valtozas biztositja a tekercsen az allandé fesziltséget.
Ez a bekapcsolasi jelenség lényege.

Fesziiltséggenerator u>

A fesziiltséggeneratorok gyakorlati megvaldsitasara sokféle megoldas létezik (kémiai energiaatalakulast kihaszna- € R >0

16 telepek, akkumulatorok; mechanikai energiat elektromossa alakitd, az indukcié jelenségét felhasznal6é generato- b

rok; elektromos energiat ugy szabalyzé aramkorok, hogy azok miikddése az idedlis feszlltséggeneratorhoz minél =

inkabb hasonlitson: tapegységek), abban azonban megegyeznek, hogy a rajtuk atfolyé aram kisebb-nagyobb mér- ;\ l
tékben befolyasolja a kapcsaik kdzott esé fesziiltséget, mégpedig altalaban ugy, hogy a névekvé aram a kapocsfe- r

sziltséget csokkenti. A csokkenés mértéke a gyakorlati megvalositasok zémében linearisnak tekinthetd, s ezért
gondolkozhatunk ugy, mintha a gyakorlatban megvalésitott fesziltségforras egy idealis feszlltséggenerator és egy ugyancsak idedlisnak tekintett ellenallas
sorbakapcsolgsabdl alina: U, =U, - R I, ahol U, a feszliltségforras kapcsain tényleges feszliltség (kapocsfesziiltségnek hivjuk), U, a fesziltségforrasba
képzelt idealis fesziiltséggenerator elektromotoros ereje (= a felirt 6sszefliggésbdl kiolvashatéan a terheletlen feszlltségforras kapocsfesziltsége), R, a no-
vekvd terheld arammal aranyosan csokkend kapocsfesziltség csokkenésében fellépd aranyossagi tényezé (mivel a felirt 6sszefliggésbdl kiolvashatéan ellen-
allas jellegli, belséellenallasnak hivjuk), | pedig a feszlltségforrason atfolyd (terhel6) aram. llyenkor a gyakorlatban megvalésulé fesziiltséggenerator ka-
rakterisztikdjat két idealis kétpdlus karakterisztikajabdl allitjuk 6ssze, amit Thévenin-féle helyettesitésnek nevezink. Kiolvashaté bel6le, hogy a terheletlen
feszultségforras fesziltsége az elektromotoros erével egyenld, tovabba, hogy a fesziltségforrasbdl kivehetdé maximalis aram eréssége (az un. révidzarasi

daram) |, :% (ekkora aram mellett ugyanis a kapocsfesziltség mar nullava valik). A Thévenin-féle helyettesitd kép magara az idedlis feszultséggeneratorra

is vonatkoztathatd az R =0 vélasztassal. A gyakorlatban mindazon fesziiltségforrasokat fesziiltséggeneratornak tekintjik, amelyekre teljesil az R, < R, vi-
szony, ahol R, a kiilsé terhelések ellenallasat jeldli.

Megjegyzés

— Van olyan fesziltségforras is, amelynek kapocsfesziiltsége novekvd terheléssel nem csdkken, hanem ndvekszik. llyenkor is fenntarthaté azonban a
Theévenin-féle helyettesité kép, ha a belséellenallast negativnak tekintjik. Gyakran ilyenre ,sikeriilnek” az elektronikusan megvalositott fesziiltséggenera-
torok (stabilizalt tapegységek).

— Nem minden feszlltséggenerator viseli el karosodas nélkil, hogy ellenkez iranya aram folyjon at rajta, mint amilyet 6 maga inditana (a karakterisztikan
az | <0, U >U, tartoméany). Hasonléan, azt sem minden feszlltséggenerator ,tiri”, hogy a sajat elektromotoros erejével ellentétes polaritasu fesziiltség
essen rajta (a karakterisztikdn az U <0, | > |, tartomany). Kilénosen érzékenyek ebbdl a szempontbol az elektronikusan megvalositott feszlltséggene-
ratorok (tapegységek).

, \ I _—6,<0
Aramgenerator

A gyakorlatban az aramgeneratorok ritkabban fordulnak elé, mint a fesziltséggeneratorok, megvaldsitasuk altala- le

ban valamiféle elektronikus Gton torténik. Abban hasonlitanak az igy létrehozott aramgeneratorok a fesziltségge- Gb>0
neratorokra, hogy a rajtuk atfolyd aram nem fliggetlen a kapcsaikon mérhetd fesziiltségtdl, hanem névekvd fe- -

szlltséggel altalaban cstkken. Ha ez a cstkkenés linedrisnak tekinthetd, gondolkozhatunk ugy, mintha a gyakor- \ U
latban megvalésitott aramforras egy idealis aramgeneratorbdl és egy ugyancsak idealisnak tekintett, vele parhu- IU
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zamosan kapcsolt ellenallasbdl &llna: | =1, -G,U, ahol | az dramforras kapcsain ténylegesen atfolyé aram (kapocsdramnak hivjuk), |, az aramforrasba
képzelt idealis aramgenerator arama, az un. névleges kapocsdram (a felirt 6sszefliggésbdl kiolvashatéan a nulla kapocsfesziltséghez tartozé kapocsaram,
amit ezért révidzdrdsi daramnak is neveznek), G, a névekvé kapocsfesziiltséggel ardnyosan csdkkené kapocsaram csokkenésében fellépd ardnyossagi té-
nyez6 (mivel a felirt 6sszefliggésbdl kiolvashatéan vezetés jellegli, bels6é vezetésnek hivjuk), U pedig az aramforrason es® kapocsfesziiltség. llyenkor a gya-
korlatban megvaldsuldé dramgenerator karakterisztikdjat két idealis kétpolus karakterisztikajabdl allitjuk 6ssze, amit Norton-féle helyettesitésnek nevezink.
Kiolvashato bel6le, hogy a nulla kapocsfesziltségl aramforras arama az idedlis aramgenerator aramaval egyenld, tovabba, hogy az aramforras maximalis

kapocsfesziiltsége (az un. dresjdrasi fesziiltség) U, = L ekkora feszUltség mellett ugyanis a kapocsaram mar nullava valik). A Norton-féle helyettesit6é kép
"G,

magara az ideélis dramgeneratorra is vonatkoztathaté a G, = 0 valasztassal. A gyakorlatban mindazon aramforréasokat aramgeneratornak tekintjik, amelyek-
re teljesll a G, <« G, viszony, ahol G, a kiils6 terhelések vezetését jeloli. Ugyanezt a feltételt ellenallasokkal is megfogalmazhatjuk: R, > R,. Ez az alapja, az

aramgenerator legegyszer(ibb megvalésitasanak is: minden olyan fesziltségforras aramgeneratornak tekintheté, amelynek a belsé ellendllasa sokkal na-
gyobb, mint a terhelések ellenallasa.

Megjegyzés
— Van olyan aramforras is, amelynek kapocsarama névekvé terheléssel nem csékken, hanem névekszik. llyenkor is fenntarthaté azonban a Norton-féle he-
lyettesitd kép, ha a belsé vezetést negativnak tekintjik.

— Nem minden aramgenerator viseli el kdrosodas nélkil, hogy ellenkezd polaritasu fesziiltség essen rajta, mint a sajat Uresjarasi fesziiltsége (a karakterisz-
tikan az U <0, | > |, tartomany). Hasonl6an, azt sem minden aramgenerator ,tiri”’, hogy a névleges kapocsarammal ellentétes iranyd aram folyjon at raj-
ta (a karakterisztikan az |1 <0, U >U; tartoméany). Kiléndsen érzékenyek ebbdl a szempontbdl az elektronikusan megvaldsitott dramgeneratorok
(tapegységek).

Kapcsolo

A mechanikus kapcsoldk igen j6 kdzelitéssel valdsitjak meg az idedlis kapcsolot, mikdédésik Iényegében az aramkor mechanikus megszakitasara, ill. zarasa-
ra alapulnak. Kicsiny eltérést az idealistél az okozhat, hogy zart allapotban sem nulla ellenallast képviselnek, igy karakterisztikajuk nem simul bele teljesen az
| -tengelybe. Az atmeneti ellenallas a mechanikai kontaktusnal a legnagyobb, igy ott legnagyobb a héfejlédés is. Ez lehet olyan mértéka is, ami az érintkez6
anyagat megolvasztja (a kapcsold beég), ami értelemszerlien alkalmatlanna teszi a kapcsolét a tovabbi mikoédésre. Ez ellen egyrészt az igen j6 vezetdké-
pességl érintkez6 felliletek kialakitasaval igyekeznek védekezni, masrészt azzal, hogy bekapcsolt allapotban az érintkezé fellileteket mechanikailag 6ssze-
szoritjak, amit altalaban egy a kapcsoléban elhelyezett erés rugé biztosit. (Ebbdl szarmazik a mechanikus kapcsolék miikodésére annyira jellemzd, allapotval-
tozasukkor fellépé kattanas: a rugé a fellleteket szinte egymashoz csapja.) A kapcsol6 alkatrészeit szigetel6 anyagra szerelik, igy kikapcsolt allapotban a
kapcsolénak végtelen nagy ellendllast kellene képviselnie, de mert tokéletes szigetel6 anyag nincs, ilyenkor is van a kapcsolénak atvezetése, ami azt ered-
ményezi, hogy karakterisztikaja nem simul be tékéletesen az U -tengelybe.

Tovabbi kellemetlen tulajdonsaga a mechanikus kapcsoldknak az allapotvaltozasukkor fellépd pergés, ami azt jelenti, hogy |
miel6tt a végleges allapotvaltozas bekdvetkezne, a kapcsold allapota tdbbszor (esetenként akar néhany szazszor vagy

ezerszer) is valt a bekapcsolt és a kikapcsolt allapot k6zott. (Az abra egy a t =0 pillanatban bekapcsolt allapotba vezérelt

kapcsolén keresztiil megindulé aram idéfliggését mutatja.) A pergés kikliszobolése a mechanikus megszakitas elvére épuld

kapcsolék esetében csak a kapcsold-fellletek igen specialis kialakitasaval biztosithatd, pl. az un. higanyos kapcsoldkkal,

ahol a kontaktust egy higanycsepp biztositja, és ennek elszakadasakor a fellileti fesziltség a két Gjabb higanycseppet 6sz- t
szerantja, igy mar nem johet létre Ujabb kontaktus. Ugyanez a folyamat forditva jatszodik le a kapcsold zarasakor. A higa- Atpergés

nyos kapcsolok hatranya a viszonylag bonyolult kialakitason tul, hogy miikédési elviikbél fakaddan csak viszonylag kis ara-
mok kapcsolasara alkalmasak, tovabba, hogy csak meghatarozott mechanikai helyzetben miikodéképesek.

Az elektronikus kapcsoldk altalaban valamilyen tranzisztort tartalmaznak, ami fesziiltség- vagy aram-jellel vezérelhetd egyik allapotbdl a masikba (vannak mas
specialisan erre a célra kifejlesztett elektronikus alkatrészek is, pl. tirisztor, triac, UJT). Hatranyuk, hogy be- és kikapcsolt allapotukban altalaban egyarant ke-
vésbé kozelitik az idealis kapcsolot, mint mechanikusak, tovabba gyakori, hogy polaritasérzékenyek is (csak meghatarozott polaritasu feszultség kapcsolasara
alkalmasak). Elénylk viszont, hogy mentesek a pergés jelenségétdl, és a mechanikus kapcsoldkhoz képest gyorsak (= igen rovid id6 alatt képesek allapotot
valtani).

Diéda

A diédakat altalaban un. n- és p-tipusu félvezetd anyagokbdl alakitjak ki (az n-réteg a katod, a p-réteg az andd), de még

ma is hasznalatosak az un. vakuumdiodak is, amelyek mikodéséhez folyamatosan miik6dd kilon energiaforras sziiksé- /
ges (flteni kell 6ket). Karakterisztikajuk a miikddés fizikai alapjaitdl fliggéen észrevehetden eltér az idealistol: zart allapo-
tukban is folyik rajtuk aram (bar ez nagysagrendekkel kisebb lehet, mint a nyitott allapotban atfolyé aram), masrészt nyi-
tott allapotban sem nulla az ellenallasuk. Tovabbi eltérés, hogy a nyitott és zart allapot kdz6tti atmenet nem egy jol meg-
hatarozott fesziiltségnél (a nyitéfeszlltségnél) kdvetkezik be, hanem egy viszonylag sziik fesziiltségtartomanyban fo- ‘ U
lyamatosan. llyenkor a nyitéfesziiltség értelmezésében a valos diddakarakterisztikat mutaté abra segithet. A gyakorlat-
ban elterjedten hasznalt félvezetd diddak nyitdfesziltsége a félvezeté anyagatdl és a kialakitastol fliggéen
=0,6 V-0,7 V. A felrajzolt karakterisztikabdl kiolvashaté az is, hogy a valds diédaval j6 kozelitéssel azonosan miikdé
kétpolust alakithatunk ki, egy idealis diédaval parhuzamosan kapcsolt nagy értéki ellenallas (zaro iranyu ellenéllas, r,)
és egy ezekkel sorbakapcsolt kis érteki ellenallas (nyit6 iranyu ellenallas, r, ) alkalmazasaval.

Sajatos tulajdonsaga a félvezet6é didédaknak, hogy p—n-atmenet két oldalan ellentétes eldjelli téltések gylinek fel: a lezart allapotu diéda pirinyd kondenzator-
ként miikddik. Ez a tulajdonsag nagyon jol hasznosithaté annak figyelembevételével, hogy az igy kialakuld kondenzator kapacitasa a lezart allapotu diédara
kapcsolt fesziiltségtdl flgg: igy a lezart allapotu didda egy fesziltséggel hangolhaté kondenzatornak is tekinthetd, aminek szamos alkalmazasa ismeretes. A
kifejezetten ilyen feladatok ellatasara kifejlesztett (viszonylag nagy felliletli) diédakat varicap diédaknak nevezzik. Ugyanakkor ez a tulajdonsag hatranyos is
lehet, ti. ahhoz, hogy a lezart allapotu diddat nyité allapotba vezérelhessuk, elészor ki kell sutni a feltdltdtt kondenzatort, amihez idé kell. Mindezt figyelembe
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véve, a valds didda idealis kétpdlusokbdl valo felépitésekor az idedlis diédaval parhuzamosan egy idealis kondenzatort is parhuzamosan kell kapcsolnunk. A
varicap dioda rajzjele:

A p—n-atmenettel megvalositott divdak zardfesziltségét ndvelve egy bizonyos j6I meghatarozhato fesziltségertéknél
(Zener-fesziiltség) megszlinik a didda lezart allapota, és a didda ezen a fesziiltségen kezd feszliltséggeneratorhoz ha- /
sonléan viselkedni: a félvezet® didda karakterisztikaja a két ellentétes iranyitassal parhuzamosan kapcsolt idedlis didda
karakterisztikajahoz hasonlatos. Szemben a nyitéfesziltség alig befolyasolhatéd értékével, a Zener-letérés (a karakte-

risztika menetének torés jellegli megvaltozasa a Zener-feszlltség kdrnyezetében) fesziiltsége a félvezeté anyaganak al- UZ

kalmas megvalasztasaval akar két nagysagrenden keresztil is tetsz6legesen bedllithaté. Bar a Zener-letérést a miko- —!
dés fizikai alapjai miatt minden félvezet6 didda megvaldsitja, mégsem szabad barmely diédara a Zener-letorést el6idézd U U
zardfesziltséget kapcsolni, mert az ekkor megindulé aram a nyitéfesziltségnél legalabb egy nagysagrenddel nagyobb n
Zener-feszlltségnek megfelelé potencialkilonbségen keresztil folyik, igy az elektromos teljesitmény is legalabb egy
nagysagrenddel nagyobb, mint a didda nyitott allapotaban, ami a diédat altalaban tonkreteszi. Ha a diéda hitése olymér-
tékben biztositva van, hogy a Zener-letérés létrejottekor felszabaduld hé elvezetésére képes, a diédat megkuldonbozteté-
sul Zener-diddanak) nevezzik. A Zener-didda rajzjele: —N— |

A valés diodak nyitott allapotban és a Zener-letdrés tartomanyaban mutatkozo fesziltséggenerator-jellegll viselkedését kihasznalva a diédak mindkét miko-
dési tartomanyban elterjedten hasznalatosak a feszlltségstabilizalast ellatd aramkorokben. (Ezek bemutatasat lasd késébb, a négypolusok targyalasanal!)

Véges belséellendllasu fesziiltségforrasok soros kapcsoldsa és helyettesitése

n
n darab sorbakapcsolt U, , elektromotoros ereji, R, belsGellenallasu fesziltségforrason esé feszlltség: Z(Us,k B Ivak) (ahol I a sorosan kapcsolt feszilt-
e R

Uk
séggeneratorok k6zos kapocsarama). Egyetlen feszlltséggenerator is szolgaltathatja ugyanezt a kapocsfesziiltséget, ha

n n n
Z(Ue,k - IRb,k) = Ue - IR» = R) = ZR),k’ Ue = zue,k ’
kel ——p—— Y k=1 k=1
k
n
vagyis az n darab sorbakapcsolt fesziiltséggenerator helyettesitheté egyetlen olyannal, amelynek elektromotoros ereje ZUe’k, belsé ellendllasa pedig
k=1

n
Zvak. Ugyanennyi lehet a kapocsfesziltsége egy aramgeneratornak is:
k=1

>

Zue,k
k_

n I _I n I n 1 n
Z(Ue,k_lpb,k): y = 1,=G U, —=2 IR« =~ Z - ,
k=1 k=1 G, i G, Z
Uy T Rb,k
k=1
n
Zuc,k
vagyis az n darab sorbakapcsolt feszlltséggenerator helyettesitheté egyetlen olyan aramgeneratorral, amelynek arama k:‘i bels§ vezetése pedig
2Rk
k=1
. Specidlisan egyetlen U, elektromotoros erejli, R, belséellenéllasu fesziltségforras helyettesithetd |e=Lé; aramu, Gb=L belsévezetési

2 Rk
k=1

aramgeneratorral.

Véges belséellenallasu fesziiltségforrasok parhuzamos kapcsoldsa és helyettesitése

ny., —
n darab parhuzamosan kapcsolt U, , elektromotoros ereji, R, , belsGellenallasu fesziiltségforras arama: ek
k:l+
k
szultséggeneratorok k6zds kapocsfeszlltsége). Ugyanezt az aramot egyetlen fesziiltséggenerator is szolgaltathatja, ha

(ahol U a parhuzamosan kapcsolt fe-

iue,k

LU-U U, -U 2 ek u U 1 L k=1 P,k
] _ _ u U L T ‘

i Rk R, kz Rk R gRﬁk R, é K ¢ Z”:L
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o;UC

=~
n S
o

vagyis az n darab parhuzamosan kapcsolt fesziltséggenerator helyettesithetd egyetlen olyannal, amelynek elektromotoros ereje K , belséellenallasa

Z”: 1
ko Rk
pedig . Ugyanezt az aramot egyetlen aramgenerator is szolgaltathatja, ha
o Rk
n UC K _U n UC K n U n 1 n
—=1,-GU = I, = =, GU = > G =) —, =
i Rk ¢ C G Rk z .k épb,k kz
n U
vagyis az n darab parhuzamosan kapcsolt aramgenerator helyettesithet6 egyetlen olyan aramgeneratorral, amelynek arama ZL'( belsé vezetése pedig
k=1 M,k
n
ZR,_% Specidlisan az egyetlen feszlltséggenerator aramgeneratorral torténé helyettesitésére ugyanazok az 6sszefiiggések adédnak, mint a soros kapcso-
k=1 "%,k
. - . U 1
las specidlis esteként: |, =—=, G, =—.
R R

Véges belsbvezetésii aramforrasok soros kapcsoldsa és helyettesitése

LN P
. . P Lo A . - . k . . R
n darab sorbakapcsolt |, aramu, G, belsévezetésii aramforras kapocsfesziiltsége Y ——— (ahol | a sorosan kapcsolt aramgeneratorok kézos kapocs-
k=1 bk
N
Uk
arama). Ugyanennyi lehet a kapocsarama egy fesziltséggeneratornak is:

Sl g = u-gin -3l = m-F . uFle
k=1 b,k

a G oy — i1 Go.k k=1 Go,k k=1 G
-
Uy
2 Iek
vagyis az n darab sorbakapcsolt aramgenerator helyettesithetd egyetlen fesziltséggeneratorral, amelynek elektromotoros ereje Z —, belsdellendllasa pe-
k=1 b,k

k=1
séggeneratorral. Egyetlen aramgenerator is szolgaltathatja ugyanezt a kapocsfesziiltséget, ha

n
dig ZL Specialisan egyetlen |, aramu, G, bels6vezetési aramforras helyettesithet6 egy U, = (Ii elektromotoros ereji, R, = é belséellenallasu feszult-

L e Ul | Do 1 &1 -G
z e,k _ = Ichbz c,k’ 7=27 = 7=27, Ic=knl b,k,
i Gox Gb TGk G iaGok ] C 1
g
Uy u i1 G,k

, belsé vezetése pedig

g1 i

=1 Go ;Gb,k

Véges belsbvezetésii aramforrasok parhuzamos kapcsoldsa és helyettesitése

n
n darab parhuzamosan kapcsolt |, , aramu, G, , belsGvezetésl aramforras arama: Z(Ie,k —Uvak) (ahol U a parhuzamosan kapcsolt fesziiltséggeneratorok
k=1

Ik
k6zds kapocsfeszultsége). Ugyanezt az aramot egyetlen feszlltséggenerator is szolgaltathatja, ha

n
Zle,k

n

— _ k=1

_ZGb,k’ Uc_ n ’
k=1

1 u.-u _ U
z(lc,k_UGb,k)zei = Ucszzlc,k= -
k———— R ko R
|

1 1
=>UG,, = —

P R
Iy £
=1



Utolso frissités: 2002.09.23. 18:18 Villamossdgtan 1. félév 85. oldal

n
zlc,k

vagyis az n darab parhuzamosan kapcsolt aramgenerator helyettesithetd egyetlen olyan feszlltséggeneratorral, amelynek elektromotoros ereje kn:‘i bel-

2 .Go.k
k=1

séellendllasa pedig . Specialisan az egyetlen aramgenerator fesziiltséggeneratorral torténé helyettesitésére ugyanazok az osszefliggések adddnak,

2 Guk
k=1

mint a soros kapcsolas specidlis esteként: U, = R = é.Ugyanezt az aramot egyetlen aramgenerator is szolgaltathatja, ha

Ie
X
ki( QU)=1,-GU = |e=ki . GU-= ZGka = G- ZGW .=
=1 =1

1

M::

e,k'

=
l

k

n n
vagyis az n darab parhuzamosan kapcsolt aramgenerator helyettesitheté egyetlen olyannal, amelynek arama z Ik bels6 vezetese pedig sz,k'
k=1 k=1

Sorosan, ill. parhuzamosan kapcsolt véges belsé6ellenallasu és -vezetésii forrasok helyettesitésének 6sszefoglalasa

Soros kapcsolas Parhuzamos kapcsolas
Forra'stipus Fesziiltséggeneratorral Aramgenerétorral Fesziiltséggeneratorral Aramgenerétorral
Elektro- Bels6- A Bels6- Elektro- Bels6- A Bels6-
o 1z Aram ] L 1z Aram .
motoros eré | ellenallas vezetés motoros eré | ellenallas vezetés
n 1 Uc,k
B n n zue-k 1 n kz—:‘ R) « 1 noq n Ue « N
Fesziiltséggenerator | U,=>U., | R=X.R | I :kili —=Y Ry | U =" —=>— | o= =% G, =) —
= k=l G, ia 1 R id R ia Rox ia Rox
Z Rk ?
k=1 k=1 M.k
Ie,k n
i ) n Ie ‘ noq ; Gb « 1 N ZIC k 1 n n n
Aramgenerator U=d -~ R=>— | l,="C| —=>_—  U=% —=>Gyx | le=2lek | Gy =2.Gux
i1 Go.x k=1 Gb,k 1 G, iaGuk ZGb ) R g k=1 k=1
it Go.x PR

A fesziiltség és az aram mérése

A fesziiltség és az arammérd eszkdzok specidlis kétpdlusnak tekinthetdk, amelyekrdl leolvashato a rajtuk esé feszlltség, ill. a rajtuk atfolyd aram. (Ezek az
eszkdzok tehat — mint a miszerek altaldban — a sajat magukon esé feszlltséget, ill. a sajat magukon atfolyé aramot mérik!) Ebb&l adodik, hogy a feszlltség-
mérdt az aramkor azon két pontjara kell csatlakoztatni, amely két pont k6zott esé fesziiltséget meg akarjuk hatarozni (hogy rajta is ugyanaz a fesziltség es-
sen, mint a mérendd két pont kozo6tt). Kivanatos, hogy maga a mérés (azaz a mérémiiszer csatlakoztatasa) ne befolyasolja az aramkor mikodését. Ez akkor
teljesililhet, ha a miiszeren keresztll nem indul aram, vagyis, ha a miszer ellendllasa igen nagy (idealis hataresetben végtelen), és a miszer kapacitasa igen
kicsi (idedlis hataresetben nulla). Megjegyezziik, hogy stacionarius feszlltségek mérésekor a miszer kapacitasanak csak akkor van jelentésége, ha a feszlt-
ségmeérd kapacitiv elemének feltdltédéséhez tobb id6 kell, mint a mérés ideje (I. még az R—C-koéroknél az idéallandora vonatkozé okfejtést). A feszultségmeérd
rajzjele:

Hasonl6 a helyzet az aramok mérésével is: el kell érni, hogy mérendd aram atfolyjon a mérémiszeren. Ehhez azt a vezetéket, amelyben a mérendd aram fo-
lyik, meg kell szakitani, és az arammérét mint vezetéktoldalékot be kell iktatnunk a megszakitott vezetékbe. Természetesen az arammérés esetében is kiva-
natos, hogy maga a mérés ne befolyasolja a mérendd aramot, vagyis, hogy a beiktatott miiszer idedlis vezetékként miikodjon. Ez akkor teljesiilhet, ha a ma-
szeren nem esik fesziltség, vagyis, ha a miszer ellenallasa nagyon kicsi (idealis hataresetben nulla), és a miszer 6nindukciés egyitthatéja is igen kicsi
(idealis hataresetben nulla). Megjegyezzik, hogy stacionarius aramok mérésekor a miszer 6nindukciés egyuitthatdjanak csak akkor van jelentésége, ha az
arammeér6 indukcids elemén az aram stacionarius jellegének beallasahoz tobb id6 kell, mint mérés ideje (I. még az R—L-koéroknél az idéallandéra vonatkozo

okfejtést). Az aramméro rajzjele:

A feszlltség- és arammeérd miszerek két nagy csoportba sorolhatok: analég mlszerek és digitalis miszerek. Az analég miszerek altaldban aramot mérnek (a

feszlltségmérék is!), mégpedig ugy, hogy az aram valamilyen hatasat kihasznalva a rajtuk atfolyd aramerésségtdl fliggd, jol lathatd, mérheté mechanikai el-
mozdulast hoznak létre (mutatdés miszerek). Legelterjedtebbnek az un. Deprez-elven miikddé miszerek tekinthet6k, amelyekben a mérend6é aram egy mag-
nespatké sarkai kdzott kdnnyen elfordulé apréd szolenoidon folyik keresztil, s igy arra a magneses mez6 a mérendé arammal aranyos forgatényomatékot fejt
ki. Ezt a forgatényomatékot egy spiralrugé egyensulyozza ki, de mert a spiralrugé altal kifejtett forgatdbnyomaték a szdgelfordulassal aranyos, az egyensulyi
helyzet a szolenoidon atfolyé arammal aranyos szdgelfordulasnal all be. A szogelfordulast egy a szolenoidra erésitett, alkalmas skala fol6tt forgd mutaté jelzi
ki. Ezek a miszerek szamos komoly nehézséggel kiizdenek. llyen példaul, hogy a mérend6 aram lokésszerli bekapcsolasakor a rugalmas kélcsénhatassal
(spiralrugd) egyensulyi helyzetben tartott mutaté az Uj egyensulyi helyzet felé haladtaban az Uj egyensulyi helyzeten kénnyen tullendilhetett, akorul rezg6-
mozgast végezhetett (hasonldéan, mint a meglokétt hinta). Ennek elkerllésére a mutatdé mozgasat csillapitjak (surlédassal fékezik). Az esetlegesen talmérete-
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zett csillapitds azonban azt eredményezheti, hogy a mutatd el sem jut az Uj egyensulyi helyzetig, el6tte megall. A rezg6 rendszerek elméletébdl ismeretes,
hogy adott paraméterekkel rendelkezd rezgé rendszerhez egyetlen olyan mértéki csillapitas Iétezik, ami biztositja, hogy a rezg6 rendszer a meglokését kove-
téen nem lép tul az egyensulyi helyzeten, hanem éppen addig mozogva ott megall. Olyan surlodasi csillapitast beallitani, amely ezt az idedlis esetet (aperi-
odikus hatareset) a miiszer élettartaman keresztiil mindvégig stabilan biztositja, nem kénny( technikai feladat.

Ugyancsak megoldandé mechanikai problémat jelent, hogy a mutatét a tdomegkézéppontjaban kell a forgd tengelyre felfiiggeszteni, mert ellenkezd esetben a
mutaté sulya is fejtene ki ra forgatényomatékot, ami a mérést meghamisitana.

Tovabbi nehézséget jelent a mutatds miiszerek alkalmazasaban, hogy a mutaté sziikségképpen a leolvasando skala félétt mozog, igy az egyértelm( leolva-
sashoz a skalat pontosan szembdl kell nézni. Ezt a skalaba épitett tikdrrel igyekeznek megkénnyiteni: pontosan szembdl nézve ugyanis a tikérben nem lat-
szik a mutaté képe (mert azt elfedi maga a mutatd), igy figyelmes leolvasassal elkerilhet6 a leolvasas un. parallaxishibaja.

Sok esetben hatrany jelent, hogy a mutatés miszerek a mechanikai kialakitas kdvetkeztében lasstak: a mutaté Uj egyensulyi helyzetének beallasahoz kb.
1 masodpercre van szikség, igy az ennél gyorsabb valtozasokat a mutatés miszerek legfeljebb tendenciajukban jelzik.

A Deprez-miiszerek belsé ellenallasa a mikodési elvikbdl kdvetkezben, a kialakitasuktdl figgéen ~10-1000 Q nagysagrendbe esik. Ez a feszlltségmérés-
hez altalaban kevés, az aramméréshez pedig altalaban sok. Szerencsére a Deprez-miiszerek alkalmas kialakitds mellett nagyon érzékenyek (= nagyon kis
aramok hatasara is jol érzékelheté mutatéelmozdulast produkalnak, igy egy alkalmasan nagy ellenallassal sorbakotve (el6tét-ellendllas) mar feszlltségmé-

résre is alkalmassa tehetdk. llyenkor a miszeren atfolyé aram, | =

! R U, ahol R, a miszer belsd ellenallasa, R, az el6tét-ellendllas értéke, U pedig a mé-
¥

rend6 fesziiltség. Lathatjuk, hogy a miszer altal kijelzett aram eréssége aranyos a mérendd feszlltséggel, igy a skalara kézvetlenll a fesziltségeket irhatjuk
fel (a skalat fesziiltségmérésre hitelesithetjik). Ha a miszert |, er6sségli aram vezérli végkitérésbe, akkor az U, ,, fesziltséghez tartoz6 végkitérést
U = h(R+R) = R :%— R, értékl el6tét-ellenallas alkalmazasaval allithatjuk be. Fogalmazhatunk gy is, hogy az R, értéki elétét-ellendllas az ere-
0
Ui _R*R_ |, R
Uo R R
Kihasznalva a Deprez-miszerek érzékenységét, aramméréskor altalaban elegendé a mérendé aram egy részét a mlszeren atbocsatani. A maradék rész egy
a miszerrel parhuzamosan kotott ellendllason keresztill folyhat (sént-ellendllds). Ha azt varjuk, hogy sént-ellenallassal ellatott miszert az |, dram vezérel-

detileg U, = IR, értéki feszlltség-méréshatart -szeresére terjeszti ki.

je végkitérésbe, akkor 1R, =(|max —IO)& = R =||709b értékl soént-ellenallast kell alkalmaznunk. Fogalmazhatunk ugy is, hogy az R értéki sont-
max ~ '0
o114 . - ol RHFR R, . . o
ellendllas az eredetileg |, értéki aram-méréshatart o = T = 1+E-szeresere terjeszti ki.
0 ‘

Az ismertetett miikddésbol kovetkez6en a Deprez-miiszerek bemend ellenallasa fligg az alkalmazott el6tét- vagy sont-ellenallas értéke szerint az éppen beal-
litott méréshatartdl. igy aztan lizemszeriien allhat elé az a helyzet, hogy mas méréshatarba kapcsolva a miiszer mas fesziiltséget vagy aramot jelez ki (mert a
miszer belsé ellenallasanak megvaltozasa miatt valdban mas feszlltség esik rajta, ill. mas aram folyik at rajta). Ebb&l a szempontbdl a magasabb méréshatar
pontosabb mérést biztosit ugyan, azonban az alapmUiszer kijelzési pontossaga a miikédési elvbdl fakaddan kisebb kitérésnél kisebb.

Analég miszerek is késziilnek olyan elektronikaval (bemeneti erésitével) kombinalva, amelynek a feladata az, hogy egyrészt a miiszer bemené ellenallasat
jobban hozzaigazitsa a mérési feladathoz, masrészt, hogy kisebb fesziltségek és aramok mérésére is alkalmassa tegye 6ket. A digitalis mlszerek azonban
kivétel nélkul ilyen elektronikaval készilnek, aminek eredményeképpen fesziltségmérés izemmaddban a bemend ellenallasuk ~ 100-1000 MQ nagysagrendbe
esik. Ez a gyakorlati feladatok donté tdbbségében mar olyan érték, amely lehetévé teszi, hogy ideadlis feszlltségméréként alkalmazhassuk 6ket, és szinte ma-
radék nélkil kikiiszobdli azt a hibat, hogy mas méréshatarba kapcsolva a mlszer mas értéket mérjen.

A digitalis miszerek 1ényegében mentesek az analég miiszerek szinte minden tovabbi hibgjatdl is: leolvasdsukkor nincs parallaxis-hiba, mechanikai kialakita-
suk nem kritikus, rdzasra, utésre sokkal kevésbé érzékenyek, gyorsak, sokkal kdnnyebben készitheték hozzajuk racionalizalt méréshatarok, Ezen tul képessé
tehet6k a mért értékek tarolasara, vagy akar szamitogépbe torténd atkuldésére. Ugyanakkor nem alkalmasak arra (amire minden Deprez-miiszer képes, ti.
hogy a mért értékben valo révid ideji valtozast legalabb tendenciajaban kijelezzék (amire a mutatés miszerek éppen a lassusaguk miatt képesek). Sokszor
van szlikség olyan mérésre, ahol a méréseredmény konkrét értéke érdektelen, elég azt leolvasni, hogy ,most nagyobb, mint az elébb”. Mig a mutatés miisze-
reknél az ilyen jellegii leolvasasok egyetlen rapillantassal elvégezheték, a digitalisan kijelzett értékeket ehhez elébb tudatositanunk kell, ami részben faraszto,
részben hibaforras is. Gyakran készitenek ezért a digitalisan mikédé miszerekhez analdg kijelz6t is (ahhoz hasonléan, ahogyan a ma mar egyeduralkod6 di-
gitalis orakat is egyre nagyobb aranyban latjak el analég (mutatos) kijelzéssel is.

Megjegyzés

— Elterjedten hasznalatos a mérémiiszereknek a mérendd aramkorh6z vald csatlakoztatasaval
kapcsolatban az a féligazsag, miszerint a fesziltségmérét ,a fogyasztéval parhuzamosan”,
az arammeérét ,a fogyasztoval sorosan” kell bekapcsolni. Ez ugyan igaz, ha éppen egy konk- Uy
rét ,fogyaszton” esd feszlltséget vagy a rajta atfolyd aramot akarjuk megmérni, a gyakorlat-
ban azonban sokkal altalanosabb helyzetekben is kell fesziltséget és aramot mérniink. A b @
mellékelt abran pl. a C és D pontok kozotti feszlltséget a berajzolt feszlltségmérd helyesen A @ — B
méri, noha egyetlen fogyasztéval sincs parhuzamosan kapcsolva. Hasonléan helyesen méri
az A és B pontok kdzétt folyd aramot (a csillagpontok kdzott folyd aram) a berajzolt arammé-
ré, noha egyetlen fogyasztéval sincs sorosan kapcsolva (s6t, sokkal inkabb mondhatjuk, Ry Rs c
hogy parhuzamosan van kapcsolva a sorbakotott U, fesziiltséggeneratorral és az R, ellen- Ues Uez
allassal, és hasonldan U ;—Ry-mal, ill. U,—R-gyel is.)

— Szokas a szaknyelvben a feszultségmérd helyett a ,voltmérd”, az arammeéré helyett az ,ampermérd” megnevezést hasznalni. Ez pontosan ugy hangzik,
mint ahogyan a ,métermérd”, az ,6ramérd”, a ,newtonmérd”, stb. hangzana, ha ezeket is hasznalnank a hosszusagmérs, az idémérd és az eréméré he-
lyes megnevezése helyett. Az igényes szaknyelvben az ilyenféle megnevezéseknek helylk nincs!
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Feladat R,
Hatarozzuk meg az abra szerinti aramkorben folyé aram erésségét az ott feltlintetett adatok ismeretében!
Megoldas
irjuk fel a huroktdrvényt a fesziiltséggenerator Thévenin-féle helyettesité képének alkalmazasaval: U, —IR —IR =0 Ue Rb
= 1= R‘(Ue& , ahol az ellenallasokon esé fesziltségeket az Ohm-térvénybdl hataroztuk meg.

+
Megjegyzés

Elterjedt (de hibas, és karos) szokas ennek a feladatnak az eredményét mint egy Ujabb aramkori térvényt emlegetni ,Ohm térvénye teljes aramkdrre” néven.
Valéjaban itt egy a huroktérvény, az Ohm-térvény és a Thévenin-féle helyettesitd kép egylttes alkalmazasaval megoldott feladat végeredményérél van szo, s
mint ilyet nem szokas (és nem is célszer() kulén aramkéri térvényként emlékezetbe vésni. Mar csak azért sem, mert ezzel romboljuk az Ohm-térvény tiszta,
vilagos (és egyszer(l!) jelentéstartalmat: az Ohm-térvény két pont kbzétt fennallé potencialkildnbség és az ugyanezen két pont kbzétt folyd aram kozott allapit
meg egy egyszer( kapcsolatot, ennek a feladatnak az eredménye pedig egy zart hurokban (ami alapvet6en mas, mint a két pont) folyéd aram eréssége és a
hurokban elhelyezett fesziiltséggenerator elektromotoros ereje k6zott allapit meg kapcsolatot. A két teljesen kiilénb6zé dolognak — ti. az Ohm-torvénynek és e
feladat végeredményének — csak annyi kéze van egymashoz, hogy mindkettében azonos jellegii mennyiségek fordulnak el6, tovabba, hogy e feladat megol-
dasahoz ismerniink kell magat az Ohm-torvényt is.

Feladat
Hatarozzuk meg az abra szerinti aramkorben (Wheatstone-hid) az R érték( ellenallason atfolyé aramot az ellenallasok értékének ismeretében!

Megoldas
Alkalmazzuk a huroktoérvényt az abra szerinti hurkokra:
IR +IR-1,R, =0,
;R —1,R, —IR=0.
A csomdponti térvény szerint: -
L+l =0 = 1 =1+, U v’/
L=+, =0= l,=1,-1. B
A huroktérvény a tapfesziltséget is magaba foglal6 hurokra:
U-1,R-1,R =0.
Az egyenleteket a benniik el6forduld ismeretlenek szerint rendezve:
R +Rl, -Rl, = 0
-RI +Rl; -Ryl, = 0
[ +1y = 0
—1 -1, +ly = 0
+R1; +Rl5 = U
Az egyenletrendszer determinansat a 4. oszlopa szerint kifejtve:
ROR R 00 RR -R 0/|R R -R 0
S I S UL P s PPN [ s Y I
= - = - =R, |- -1+ - + - =
—10—101R4_10_101_101R40R10R8R4—10—1R20R1R3
0 R 0 R/ |0OR 0 R

0 R 0 R 0
=R, (RR +RR)+RR(R+R, +R)+R(RR +RR +RR)=RRR, + RRR, + RRR, + RRR, + RRR, + RRR + RR.R +RRR, =
=R(RR+RR,+RR +RR,)+ RR R+ RR R, +RRR +RRR, =R(RR +RR +R,R +RR,)+ RR (R +R;) +(R + R )RR;.

Az | valtozohoz tartozé determinans:

0 R -R, 0 0 R R 0 0
0 0 0 R -R 0 0 R -R 0 R -R 0 R -R
D= 0 -l 0 1 0=U 1 0 ) 0 =/R|0 1 0 |[+R,|-1 1 0 U:(—R,R4+R2R3)U.
0 0 -1 o0 1 _0 Lo -1 0 1 0 0 1
U R 0 R 0 -
Ezekkel a keresett aram:
_b RR-RR, U

l=—"-= u
D R(RR+RR+RR +RR)+RR (R +R)+(R+R)RR,
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Lathatd, hogy ha R,R; — RR, =0, akkor R értékétdl fiiggetleniil a rajta atfolyé aram nulla. llyenkor a Wheatstone-hidat kiegyenlitettnek mondjuk.

Megjegyzés l
— A kiegyenlitettség feltételét az itt bemutatott viszonylag hosszadalmas szamolas nélkil is meghatarozhatjuk,
ha az R értéki ellenallast a hidbdl kivessziik, és annak feltételét keressiik, hogy az igy keletkezé két fesziilt- Rx
ségoszt6é azonos feszliltséget allitson el az R, ill. az R, ellenallason (mert, ha e két pont koz6tt nulla a po- ,‘-?1 x
tencialkilonbség, akkor barmilyen ellenallassal kotjiik is 6ssze 6ket, azon aram nem indul):

R R, R
Ug = U,ésuU = + + =
RTRAR R TR RV am}k%&u RR+RR =RR+RR = RR =RR.
— A Wheatstone-hidat elterjedten hasznaljak ismeretlen értéki ellenallasok ismert értékiivel valé dsszehasonli- -
tassal torténé meghatarozasara. Ehhez a hid egyik agaban helyezik el a mérendé ellenallast, és az dsszeha- > R
sonlitasra hasznalt pontosan ismert értéki ellenallast is, a masik agban pedig egy tetszdleges ellenallasu po-
tenciométert kdtnek, amelynek csuszkajat a két hidag kézéppontjat 6sszekdté aramméréhdz kapcesoljak az ab- U R3
ra szerint. Olyan potenciémétert hasznalnak, amelyrél a potenciométer osztasaranya pontosan leolvashaté. Ez
viszonylag kénnyen megvalosithatd a csuszka geometriai helyzetének mérésével: ha potencidméterként pl. T
egy egyenes huzalt hasznalunk, akkor a csuszka altal megvalésitott ellenallas-osztasarany egyenlé a csuszka °

R
R

(-1

altal kijelolt huzalhossz-arannyal, =—2>—ahol ¢ a huzal teljes hossza, ¢, pedig a csliszka tavolsaga a huzal fels6 végétsl. A mérést Ggy végezzik,
~tx
hogy a csuszkat addig mozgatjuk, mig a miszer nulla értéket nem jelez ki. Ekkor a hid kiegyenlitett, igy [L = &, ahol R, az ismert érték( etalon-

_[x &

ellendllas. Ebbdl az ismeretlen ellendllas értéke ¢, mérésbdl szarmazo ismeretében meghatarozhaté: R = ; Xe

110,
sonlitdsat az igen pontosan mérhet6 hosszusagok dsszevetésére vezettik vissza. A modszer lényege, hogy a tulajdonképpeni mérést végz6 miiszeren a
leolvasaskor nem folyik aram, igy az magat a mérési eredményt nyilvanvaléan nem befolyasolhatja.

Feladat U
Hatarozzuk meg az abra szerinti elrendezésben az R, ellenallason atfolyd aramot, és a el Ry
rajta es6 feszlltséget (a feszlltséggeneratorok elektromotoros erejének és a vellk sor-
bakétott ellenallasok értékének ismeretében)! Ro lo
] ——
L I |
Megoldas
A fesziltséggeneratorok az altaluk taplalt ellenallasokkal sorba vannak kétve, igy te- R R
kinthetjlik a kapcsolast olyannak, mintha ezek a generatorok belsd ellenallasai lenné- Uss Uy 2 3
nek, vagyis a harom, R, R, R; bels6 ellendllasu, parhuzamosan kapcsolt feszlltségge- © ©
neratort az R, ellenallas terheli. A harom fesziiltséggenerator eredd elektromotoros ere-
Uc,l Uc,2 Uc,3
+ + .
je: U, :W, eredd bels6 ellendlldasa R, = ] 1 [ vagy az ellendllasok helyett a vezetésekkel R R, R3
R I .
R R R Rl R Ry
GU,,+GU,, +GU_; R
megfogalmazva: U, =—= = > és G, =G, +G, +G;. 0
9109 ¢ G +G,+G; G =G+G 4G, Ue1 Ueo Ues
Uc,l Uc,Z Uc,3
+ + |
R R R OT
o1 U Ue,z
A terhelésen folyé aram a huroktérvény szerint |, = R(,UeRb - RR 1 R R‘1 N 1R3 . Az R, ellenallason
+
e )
r o, R R R
R R R
Ue,l I Ue,Z n Ue,}
U,,+GU,.,+GU
es6 fesziltség: U, =R 1, :m, vagy a vezetésekkel megfogalmazva U, = GUe1 #GUe2 +G.s . Ez az Un. Millmann-képlet, amit csillag-
IR Gy +G+G, +Gy
R R R
pont-eltolédds térvénye néven is szokas emlegetni. Segitségével — U, ismeretében — az egyes ellenallasokon es6 fesziiltségek és a rajtuk atfolyé daramok
U,,.-U
mar kénnyen meghatarozhatok: U, =U,, —U,, és I =%:$. Ha a két csillagpont nincs 6sszekdtve (= R, =, vagy ami ugyanaz G, =0), akkor
GU, +GU., +GU,; o ) g p . . _ .
U, = . Ha a két csillagpont elhanyagolhaté ellenallasi vezetével van dsszekétve (= R, =0, vagy ami ugyanaz G, =), akkor U, =0, s

G +G,+G;
igy U, =U, ., vagyis az ellenallasokon esé fesziltségek a megfelelé elektromotoros erékkel egyenl6k.
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Megjegyzés
Az itt bemutatott kapcsolas a késObbiekben targyalandé haromfazisu rendszerek alapkapcsoldsanak tekinthetd: az R, ellendllason atfolyd dram az un.
nullavezetéken foly6 aram.

Feladat

Hatarozzuk meg, mekkora terhel6 ellenallas mellett szolgéltat legnagyobb teljesitményt az U, elektromotoros erejl, R, belsGellenallasu fesziltségforras!
Mennyi ekkor a telepbdl kivett maximalis teljesitmény?

Megoldas

Alkalmazzuk a fesziltségforrasra a Thévenin-féle helyettesité képet, és az R terheld ellenallason atfolyd aram meghatarozasahoz irjuk fel az aramkorre a hu-

roktérvényt: U, - R, I -Rl =0 = | = +; . A terhel§ ellenallasra juté teljesitmény P(R)=RI% (R) =ﬁu§. E kifejezés R szerinti maximuma szol-
b R+R;

galtatja a megoldast:

2
d[ R )ZU2J_(R+R") 2(RRIR G (RtR,)’ —2R(R+R,)=0 = R+R -2R=0 = R -R=0 = R=R,.

dR{ (R+R, (R+R, ) ¢
Tehat a telepet a belsd ellenallasaval egyenld kilsé ellenallassal kell terhelni, hogy a teljesitmény a terhelésen maximalis legyen. A telep altal szolgaltatott tel-
U 2
jesitmény ekkor: P, = —>UZ = —°.
4R 4R,
Feladat

Hatarozzuk meg, mekkora terheld ellenallas mellett szolgaltat legnagyobb teljesitményt a terhelésen az |, aramu, G, bels6 vezetésil aramforras! Mennyi ek-
kor a telepbdl kivett maximalis teljesitmény?

Megoldas

Alkalmazzuk az aramforrasra a Norton-féle helyettesité képet, és az G kulsd terhelésen esé fesziltség meghatarozasahoz irjuk fel a csomoponti torvényt:
|

I.-GU-GU=0 = U= 5 ch . A terhel6 ellenallasra juto teljesitmény P(G)=GU?2(G) = G )2 12. E kifejezés G szerinti maximuma szolgéltatja a
+ G+G,

megoldast. Latjuk, hogy ez a feladat matematikai szempontbdl teljes egészében megegyezik az elézdvel, csupan az R helyére most G-t, az R, helyére G-,
U, helyére I -t kell irni, igy az eredmény is ugyanaz, csak az eredményben is el kell végezni ezeket a helyettesitéseket: G = G, . Ugyanezt a terhelés ellenal-

lasaval megfogalmazva: R= L Osszefoglalva, a telepet a belsé vezetésével egyenlé kiilsé vezetéssel kell terhelni, hogy a terhelésen a teljesitmény maxi-

2
Ie =leIZ
.-

malis legyen, amikor is az aramforras altal szolgaltatott teljesitmény: P, = 26 -2
b

A teljesitménytétel: Tellegen tétele

Lattuk, hogy egy stacionarius aramokkal atjart hurok mentén a feszultségesések (= potencialkilénbségek) 6sszege nulla. Ez azt is jelenti, hogy a hurok men-
tén korbevitt elektromos toltésen az elektromos mezé dsszességében nulla munkat végez. Ez azonban csak akkor jelenti a hurok menti teljesitmények nullara
OsszegzBédését is, ha a hurok mentén valamennyi aramkori elemen ugyanaz az aram folyik at, vagyis, ha a hurok nem tartalmaz elagazast. Vizsgaljuk most
meg, hogy egy tetszéleges halézat valamennyi kétpdlusan egyittesen mennyi teljesitmény esik!

Jeldljik a halozat csomdépontjainak szamat n-nel! Valasszunk ki tetszélegesen egy csomopontot, és valasszuk ennek potencigjat nullanak. A tovabbi n—1 da-
rab csomopont potencidljat ehhez viszonyitva adjuk meg. Az egyes csomopontok kézétti kétpolusok teljesitményét vegylk sorra, ugy, hogy kivalasztjuk a j.

csomopontot, majd a tovabbi csomoépontokon végighaladva képezzik az 1, U, =1 ((/)J- —(pk) szorzatokat, ahol |, a j. csomopontbdl a k. felé elfolyd aram,
U pedig a j. és k. csomopont kéz6tt esé fesziiltség, ami a j. és a k. csomopont potencialjanak kilonbségekent is felirhatd. (Amelyik csomdpontot nem kéti
Ossze a j-edikkel kétpdlus — pl. az n-ediket —, anndl nulla arammal szamolunk, vagyis a példa szerint lin= 0.) Az igy nyert szorzatokat 6sszegezve megkap-

n
juk mindazon kétpodlusok teljesitményét, amelyeknek egyik pdlusa a j. csoméponthoz csatlakozik: z i (goj 7(0,(). (Ebbél az 6sszegképzésbdl ugyan érte-
k=1

lemszerien ki kellene hagyni azt a tagot, amelyre k= j, de ha beszamoljuk, azzal nem kévetink el hibat, mert ¢; —¢; =0, s igy a szorzat is nulla, vagyis az
o0sszegben nulla jarulékot ad.) Valamennyi kétpdlust gy vehetjik sorra, hogy ezt az 6sszeget mindegyik csomépontra elkészitjik (vagyis minden lehetséges

n n
j-re elkészitjik, majd az igy nyert 6sszegeket is 6sszeadjuk: ZZI jk((pj —(pk). Ekkor viszont minden kétpodlus teljesitményét kétszer szamoljuk: az egyik po-
j=lk=1

n n
lusanal is egyszer, a masik pélusanal is egyszer. igy a halozat kétpdlusain az dsszes teljesitmény: %ZZI jk((pj —¢k). A Kkettds 6sszegzést kifejtve:
j=1k=1
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n n n n n n n n n n
1 1 1 1 1
S22 (0 —0) =g R o — R 2 e =5 20 2 i EZ 2=
j=1k=1 j=1k=1 j=1k=1 j=1 k=1 k=1 j=1
n on 0 0
PIDI X

n
ahol kihasznaltuk, hogy ZI jk @ . csomoépontbol elfolyd aramok Gsszege, ami a csomdponti térvény szerint nulla, s hogy lek a k. csomépontba befolyd
k=1 j=1
aramok 6sszege, ami a csomoponti térvény szerint ugyancsak nulla. Ezzel bebizonyitottuk Tellegen tételét, amely szerint a zart halézatban (abban az érte-
lemben zart, hogy tovabbi hal6zatrészekhez nem csatlakozik) a kétpdlusok elektromos teljesitményének dsszege nulla.

Megjegyzés

A bizonyitasbdl latszik, hogy kihasznaltuk benne a csomdponti térvényt. Kevésbé feltiin6en, de kihasznaltuk a huroktérvényt is, ti. amikor a csomoépontok
mindegyikéhez egy 6nkényesen valasztott csomdponthoz viszonyitott potencial-értéket rendeltiink. Ez ugyanis csak akkor egyértelmi, ha az 6nkényesen ki-
valasztott csomdpontbdl barmilyen Gton jutva az éppen szébanforgéhoz, az utba esd kétpdlusokon esé fesziltségek dsszege ugyanannyinak adédik, ami vi-
szont ekvivalens azzal, hogy zart hurok mentén a fesziiltségesések dsszege nulla. Mindezt figyelembe véve mondhatjuk, hogy Tellegen tétele a huroktdrvény
és a csomoponti torvény kdvetkezménye.

Egyszerii linearis négypolusok

Gyakori, hogy valamely aramkorrészletet, mint egy jelatalakitdé egységet szemlélhetjik: ilyenkor a jel (valamilyen idélefutasu fesziltség vagy aram) az aramkor
egyik részén belép, majd a masikon ,atalakulva” kilép. Ennek megfeleléen beszéliink az aramkor bemenetérdl, ill. kimenetérdl.

Ry
Feladat o— 1 ] o
Hatarozzuk meg az abra szerinti négypolus kimenéfesziiltségét a bemend feszilltség fliggvényében, felhasznalva, o L
hogy a kimeneten nem folyik aram (= terheletlen négypolus)! Upe 4 \‘ R, / \ Uy
) k

Megoldas -/ N

A huroktérvény a bemeneti kérre: U, — IR — IR, = 0. A kimeneti hurokra: U; IR, =0 = | = Yis :
bemeneti huroktérvénybe beirva: U, —(R + Rz)URl;' = Uy :%Ube. Latjuk, hogy a kimenéfesziltség Ry aranyban kisebb, mint a bemenéfeszilt-

+ +

ség (= fesziiltségosztd). A bemend és kimend fesziiltség viszonyat az aramkér fesziiltségerdsitésének nevezzik: A, :ﬁ. A feszultségerésités jellegtelen
be
mennyiség. Az itt bemutatott fesziiltségosztd erésitése 1-nél kisebb.

Megjegyzés

A feladat szerinti feszlltségosztét ugy is el lehet késziteni, hogy az osztasarany folyamatosan valtoztathaté legyen. Azt a feszlltségosztét, amelynél R, ugy
valtoztathatd, hogy kdézben R +R, allandé marad, potenciémétemek nevezziik. Rajzjelét az abra mutatja. ©
Segitségével a bemendfesziiltség folyamatosan valtoztathatéan 0% —100% koézétt oszthaté le (= folyamatosan val-

toztathaté feszliltségoszto). ' R, U
Upe + ki

Feladat @ | Ry

Hatarozzuk meg az abra szerinti négypolus (Un. lIétraoszto) kimend fesziltségét a bemend feszlltség fliggvényében, o

felhasznalva, hogy a kimeneten nem folyik aram (= terheletlen négypdlus)!

Megoldas

Alkalmazzuk a csomoponti térvényt rendre az U,;, U, U,, U, feszliltségli csomopontokra: R U R U R U1 R U

7U1_Uki +Uki =0,

R R, Rl Rr
_Uz -U; U1 Ui &=0

R R R

U3_U2 Uz Y, sz

R R R'
Uy -U; U3 U, Uig,:
R R R’

Az egyenleteket az U,, U,, U;, Uy, ismeretlenekre rendezve 4 ismeretlenes lineéris, inhomogén egyenletrendszerhez jutunk:
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(2R? +3RR+ R)(2R? + 4RR+R?)

0 0 ! L
R R R 0
1 1 2 1 |(Ys
0 - —+= - 0
R R R R (U ||
LI U B
R R R R Uy Yse
R
1,2 1Ly 0
R R R
Az egyenletrendszer determinansat az elsé sora szerint kifejtve:
111
0 0 -— =+
R R R 0 1 0 1 1,2
0 1 1,20 1 R R R R R
R R R R|__1| 1 1.2 0_(l+1j 11,2 1| 13R?+4RR+K
11 2 1 RIRF R R R R R/ R R R R| R RW®R
R 0 121 121
R R R R L2 0 2 0
12 1 R R R R R R
+= - 0 0
R R R
—_L_(3R*-4R°R-R?R’ +(R + R2R + R)2R? + 4RR+ R?)) =——{ -3R* - 4R*R-RR* +
R4R R A— R*R
2R?+RR+2RR+R?

3RR

4R*+8R°R+2R*R* +6R°R+12R?*R* +3RR* +2R*R* +4RR’ +R*

——L_(3R*-4RPR-R?R +4R* +14R’R+16R*R + TRR + R') =— 1 (R* +10R*R+ 15R?R2 + TRR + R*).
RR Y R‘R
RY+10R’R+1ISR?R*+7RR’+R’
Az U,; ismeretlenhez tartozé determinans:

0 0 Loy .
11 Rz 0 0 R
0 - Z 0
R R R Ue| o 1 1,2/ 1
1 1 2 1 R R R R R ™
- +—= - 0
R R R R L S &
1,2 1 o Yse R R R R
R R R R

Ezekkel U,; mar meghatarozhato:

U, = Dy, _ R* U
T D RYII0RPR+ISRIRZ+7TRR 4R ™

Feladat

Hatarozzuk meg az el6z6 feladat szerinti Iétraoszté bemenetén mérhetd ellenallast (= bemené ellenallds)!
Megoldas
Az utols6 fokozat bementén mérhetd ellenallas
1
=R+R=R+—,
Pbe,l Gr

(ahol G’ az R ellendllas vezetése).
A masodik fokozat bementén:

1 1
=R+ =R+
TN

4r*414R?

91. oldal

2R?+4RR+R*



Utolso frissités: 2002.09.23. 18:18 Villamossdgtan 1. félév 92. oldal

A harmadik fokozat bemenetén:

Rees =R+ =R+

1
G'+Gbe,2 G’+%.

Hasonléan a negyedik fokozat bementén:

1
Roe.a = R+—; =R+
¢ G'+G 4 G+ 1
R+
G+

Megjegyzés
A létraosztd bemend ellenallasa ezzel a modszerrel (lanctért formajaban) akkor is kdnnyen meghatarozhato, ha az egyes fokozatokban szerepld ellenallasok
kilénbozéek:

1

R)c,ét:Rét+ 1
G, +
Ry + 1
G+

Feladat
Tervezzink olyan fesziltségosztot, amely az R, terhelésre dolgozva A fesziiltségerdsitést valosit meg, s amelynek bemeneti U R’ I U . R
ellenallasa is R értéki! be Ki t

Megoldas
A mar targyalt feszlltségosztét alapul véve a terhelés az oszté R ellenallasaval parhuzamosan van kapcsolva, igy az osztasarany (vagyis a feszlltséger6si-
R'R,
. R'+R i . (114 . RR oy . . . o I .
tés): A:T’Rt' az osztd bemeneti ellendllasa pedig R = R+ iR Ez az R és R ismeretlenekre nézve két egyenletet jelent, amib6l R és R meghata-
R+ R
R+R
rozhato. Az elsd egyenletbél:
- RR A(RR+RR +RR)=RR.
RR' +RR +RR

A masodikbdl:

RR+R?=RR+RR +RR.
Ezeket 6sszevetve:

A
RR = ARR+R}) = R=—2_R.
R -ARRRY) = R=-50R
R értékét a masodik egyenletbe visszahelyettesitve:
A A
RR —AR il AR A
R=R-oig =R~ =R - =R - R =(-AR.
RR A RR A AFI-R
1-A 1-A

Osszefoglalva: R=(1- AR és R = ﬁ R.
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Megjegyzés

— Mivel ennek az oszténak a bementi ellendllasa R , ezért nem valtoztatja meg az oszté miikodését, ha az R terhelés helyére is egy ilyen osztot tesziink!
Az ilyen modon kétfokozatura bévitett oszto els6 fokozatanak kimenéfesziltsége: U,;, = AU, ami egyben a masodik fokozat bemenéfesziiltsége is, igy
a masok fokozat kimenéfesziiltsége (ami egyben a telies oszto kimend&fesziiltsége): U,; = AU, = AUy, = A&L‘”- = Al,,. Ugyanezen gondolatmenet

Uknl

szerint ez az osztd tetszéleges szamu tovabbi fokozattal bévithets. n fokozat beépitése utan a kimendfesziltség: Uy, = A'U,,, vagyis az egymasutan
kapcsolt fokozatok fesziltségerésitése 6sszeszorzadik.

— A bemutatott gondolatmenet szerint altalaban is igaz, hogy az egymasutan kapcsolt négypolusok fesziiltségerésitése 0sszeszorzddik, viszont az altala-

ban nem igaz, hogy egy négypolus kimenetére egy Ujabb négypdlust kapcsolva nem valtozik meg a fesziltségerdsités (hiszen a kimeneten megjelend
Ujabb négypdlus terhelést jelent, amitdl a feszultségerdsités altalaban figg).

1
— Gyakran hasznalatos az a speciélis eset, amely az R =2R,, és A:% értékekhez tartozik. Ekkor R’ :%ZR) =2R, és R:(l—%jzl?o =R,. Az igy meg-
1-—
2
valdsitott lancosztét R — 2R-Iétranak hivjuk. Az R—2R-létra fesziiltségerésitése ZL" ahol n a fokozatok szama. c !
]
I
Feladat o ~‘ —
/ N\ / \
Hatarozzuk meg az abra szerinti négypolus kimenéfesziltségét a bemend fesziiltség fliggvényében, felhasznalva, U, ! ) R | Uy
hogy a kimeneten nem folyik aram (= terheletlen négypolus), tovabba, hogy [U ;| < [Uy,|! y \
Megoldas
t
A huroktdérvény a bemeneti korre: U, — IRféII dt'=0. A kimeneti hurokra: U; -IR=0 = | =U—F‘:. Ezt az aramot a bemeneti huroktérvénybe beirva:
0

1 t
ch—Uki—EIUMm':O.
0

t
Ha |Ug| <|Uy|. akkor U, —LJ.Ukidt’ —0 = W :iuki = Ug= R Uil <|Uy| feltétel a kimendfesziitség behelyettesitésével
RC; dt RC dt
du d‘ch‘ U
RCM <U,, = dt o L:L ahol 7=RC idé jellegii mennyiség — hiszen [r] = [ be] =X =s —, az R—C kor id6allandéjanak nevezziik. Latjuk,
dt Ue] RC = dUpe| V

dt s
hogy ha bemendéfesziiltség lassan valtozik (= relativ valtozasi gyorsasaga sokkal kisebb, mint a kor idéallanddjanak reciproka), akkor a kimenéfesziiltség a
bemenéfesziiltség derivaltjaval aranyos, vagyis a négypolus a bemendéfesziiltéget differencialja (differencialé kor).

Feladat

Hatarozzuk meg az el6z6 feladatban szereplé aramkor kimend fesziiltségét az idd fliggvényében, ha a bementére a t = 0 pillanatban belépd U, ugrasfesziilt-
séget kapcsolunk!

Megoldas

t
A huroktorvényt a bemeneti korre felirva: U, — I (t) R—lJ'I (t")dt’=0. Differencidljuk ezt az osszefliggést az idé szerint: Rdld—(tt)+él (t)=0. Ez I (t)-re nézve

Uc(t)
t

egy elsérendi differencialegyenlet, amelynek megoldasa | (t) = Ioeii. Az |, integraciés konstans értéke — ami a megoldasbdl kiolvashatéan az aram t = 0-

0 0
hoz tartozo értéke (mert ;e RS =1,) — a huroktérvénybdl a t = 0 érték behelyettesitésével nyerhets: U, — 1 (t) R—éjl t)dt'=0 = 1,=1(0) :UTQO' Ennek fel-
0

)
0

t
s U, ==
hasznalasaval | (t) :Eoe RC.

Az |(t) figgvény ismeretében a keresett U, (t) fliggvény a kimeneti hurokra felirt huroktérvénybél mar kénnyen meghatarozhaté: U, (t)—1(t)R=0 =
t t

U,(D=RI)= R%e;E :erii. Latjuk, hogy a t = 0 pillanatban bekévetkezé ugrast a négypdlus zavartalanul atviszi (U, (0) =U,), de az U, értéket nem

tartja meg, U,; a kor idéallanddja altal megszabott exponencialis itemben nullara csékken.
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Feladat /

Hatarozzuk meg az abra szerinti négypolus kimendéfesziltségét a bemend feszlltség fliggvényében, felhasznalva, — ]
hogy a kimeneten nem folyik aram (= terheletlen négypdlus), tovabba, hogy U ;| < U,|!

Megoldds Ube | —Cf Ui

t t
A huroktérvény a bemeneti korre: Uy, —éjl dt’—IR=0. A kimeneti hurokra: U —éjl dt'=0 = |I= C%. Ezt az
0 0

dU
dt

d dUy|

dUy| L o_dt 1 1

> —=—, ahol 7=RC az R-C kor idéallanddja. (Itt kihasznaltuk,
dt Uy = RC =

duy; _

aramot a bemeneti huroktérvénybe beirva: Uy, -U,; - RC o

=0. Ha Uy <[Uye

t
, akkor Uy, —RC 0 = Uy :%J'Ubedt'. Az U|<|U,,| feltétel a ki-
0

. 4
mendfesziiltség behelyettesitésével % I U pe|dt’ < |Uy | 5 —|Upe| <
0

hogy

jubc dt’
0

t t
<_ﬂU we|dt’ vagyis, ha az %.ﬂube\dt’ < |Uy,| feltétel teljestil, akkor az |U ;| < U, | feltétel méginkabb.) Latjuk, hogy ha bemenéfesziiltség gyorsan
0 0

valtozik (= relativ valtozasi gyorsasaga sokkal nagyobb, mint a kor idéallanddjanak reciproka), akkor a kimenéfesziltség a bemenéfesziltség derivaltjaval
aranyos, vagyis a négypolus a bemendfesziltéget integralja (integralé koér).

Feladat

Hatarozzuk meg az el6z¢ feladatban szereplé aramkor kimend fesziltségét az id6 fliggvényében, ha a bementére a t = 0 pillanatban belépd U,, ugrasfesziilt-
séget kapcsolunk!

Megoldas

A bemeneti kérre vonatkozéan felirhatd huroktdrvény megegyezik a differenciald korre felirt alakkal, igy az abbdl I(t)-re nyert megoldas is ugyanaz:
t
U -
[(t)=—Le RO,
R €

t
Az | (t) fuggveény ismeretében a keresett Uy, (t) fliggvény a kimeneti hurokra felirt huroktérvénybdl mar kénnyen meghatarozhato: U, (t)féjl tdt'=0 =
0

ty v U _t ( ,L)
Uy (1) :éjﬁoe RCdt’ :—éﬁﬁf&e RC +U, =U, \1-e RC /. Latjuk, hogy a t =0 pillanatban bekdvetkezé ugrast a négypdlus nem viszi at (U,; (0) =0), de
0

a t =0 pillanattél kezdédéen U,; névekedni kezd, és az U, értéket a kor idballanddja altal megszabott exponenciélis itemben veszi fel.

L —_—
Feladat :
Hatarozzuk meg az abra szerinti négypdlus kimenéfeszultségét a bemend fesziltség fliggvényében, felhasznalva, T~ -
hogy a kimeneten nem folyik aram (= terheletlen négypolus), tovabba, hogy U ;| < Uy|! "N Ve N
Ube ] R Uki
Megoldds _ N
A huroktorvény a bemeneti korre: U, — L%— IR=0. A kimeneti hurokra: U; -IR=0 = | =U—F‘;. Ezt az aramot a
L dU,, L du,, R
bemeneti huroktérvénybe beirva: U,, = dtkl —Uy; =0. Ha JUy| < |Uy,|, akkor Uy, = dtkl =0 = U= I_[Ubedt'. Az U] < |U,,| feltétel a kimendfesziilt-
0
ség behelyettesitésével
t 4 dlu d‘ch‘
dt
L_ﬂube\dt' <|Uyp| = L\Ube\ < Yl - _dt Lt 1
Ry R dt U R 7

ahol 7 =§ az R-L kor idéallandéja. (Itt kihasznaltuk, hogy

jube dt’
0

t t
<I\Ube\dt’ vagyis, ha az %_ﬂubc\dt’ < |Uy,| feltétel teljestil, akkor az |U ;| < |U,,| feltétel
0 0

méginkabb.) Latjuk, hogy ha bemendéfesziiltség gyorsan valtozik (= relativ valtozasi gyorsasaga sokkal nagyobb, mint a kor idéallanddjanak reciproka), akkor
a kimenéfesziltség a bemendbfesziltség integraljaval aranyos, vagyis a négypolus a bemenéfesziltéget integralja (integralé kér).

Feladat

Hatarozzuk meg az el6z6 feladatban szereplé aramkor kimend fesziiltségét az idd fliggvényében, ha a bementére a t = 0 pillanatban belépd U, ugrasfesziilt-
séget kapcsolunk!
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Megoldas
A huroktérvényt a bemeneti korre felirva: U, — | (t)R— Ldl—(t) =0. Ez I (t)-re nézve egy elsérendi, inhomogén differencialegyenlet, amely homogén részének
o

R

—t
megoldasa 1 (t)=1,e - . Az |, integraciés konstans értékét az inhomogén egyenletbe valo visszahelyettesitéssel hatdrozzuk meg, kihasznalva, hogy a t =0

——

R R
-—0 U —t
pillanatban az aram értéke a feladat feltételei szerint 0: U, = L%(tt) = —kloge L =—l,R= 1, =—?° = 1= —U—Fge L . Az inhomogén egyenlet megol-

t=0
s U ’Et * . P . . ™! oz * U o Yy U ( 77{)
dasat I(t)=—E°e L +1" alakban keressiik, és ismét kihasznaljuk, hogy 1(0) = 0, amibél | =E0 adédik. Ennek felhasznalasaval I(t)=E0 l-e L /.

Az 1(t) fliggvény ismeretében a keresett U, (t) fuggvény a kimeneti hurokra felirt huroktdrvényb8l mar kénnyen meghatarozhato: U, (t)-1(t1)R=0 =
R R
A —t

U, =R (t)=)7€%(l—e L ):Uo(l—e L ) Latjuk, hogy a t=0 pillanatban bekdvetkez6 ugrast a négypolus nem viszi at (U,; (0)=0), de a t=0 pillanattol

kezdddéen U,; nbvekedni kezd, és az U, értéket a kor id6allanddja altal megszabott exponencidlis itemben veszi fel.

R I
— ]
Feladat /« '*’\\ TN
Hatarozzuk meg az abra szerinti négypolus kimenéfeszlltségét a bemendfesziiltség fiiggvényében, felhasznalva, Une ) L ( Ui
hogy a kimeneten nem folyik aram (= terheletien négypdlus), tovabba, hogy [U ;| < |U,|! -/ N
Megoldas
t
A huroktoérvény a bemeneti kérre: Uy, — IR— Ld—lt =0. A kimeneti hurokra: U,; — L% =0 = | =lRkaidt’. Ezt az aramot a bemeneti huroktérvénybe beirva:
0
L L RdU
Upe Ui —EIUkidt' =0. Ha |Uy|<|Uy|, akkor U, —EjUkidt' =0 = Uy= n dtbc . Az U< |Uy| feltétel a kimendfesziiltség behelyettesitésével
0 0
au du d‘Ube‘
LM <|Uy| = L\Ube\« Y| dt <<L:1, ahol ¢ _R az R-L-kor idéallandéja. Latjuk, hogy ha bemendfesziiltség lassan valtozik (= relativ
R dt R dt Uy R 7 L

valtozasi gyorsasaga sokkal kisebb, mint a kor idéallandéjanak reciproka), akkor a kimenéfesziltség a bemendfesziiltség derivaltjaval aranyos, vagyis a négy-
polus a bemenéfesziiltéget differencialja (differencialé kor).

Feladat

Hatarozzuk meg az el6z6 feladatban szereplé aramkor kimend fesziiltségét az idd fliggvényében, ha a bementére a t = 0 pillanatban belépd U, ugrasfesziilt-
séget kapcsolunk!

Megoldas
A bemeneti korre vonatkozéan felirhaté huroktérvény megegyezik az integralé korre felirt alakkal, igy az abbdl I(t)-re nyert megoldas is ugyanaz:

I(t):%(lfe%[).

aw_

Az |(t) fuggvény ismeretében a keresett U, (t) fliggvény a kimeneti hurokra felirt huroktérvénybdl mar kdnnyen meghatarozhaté: U, (t)-L 0=

d{—‘)(l —eTt)J U R R R
U,=L R @ =\ R‘} N e L =Uge L . Latjuk, hogy a t =0 pillanatban bekdvetkezd ugrast a négypdlus zavartalanul atviszi (U,;(0) =U,), de az U,

értéket nem tartja meg, U,; a kor idéallanddja altal megszabott exponencialis Gtemben nullara csékken.
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Sokpdlusok
Logikai kapuk
Feladat
Hatarozzuk meg az abra szerinti (terheletlen) aramkor kimendéfesziiltségét annak fliggvényében, hogy a bemeneteken a 0, ill. az UT(>> Uny) feszultség jelenik
meg!

Ur

Megoldas
Ha mindkét bemenet az U fesziiltségre van kapcsolva, akkor a barmelyik diédat és az ellenallast tartalmazé hurokra R
alkalmazott huroktérvény szerint az ellenallason atfolyd aram nullanak adédik, s igy mindkét didda lezart allapotban
van, az ellendlldson es6 fesziiltség nulla, vagyis a kimené&fesziltség U -vel egyenl6. Ha barmelyik bemenetre 0 fe- Ube,Ao—K
szliltséget kapcsoljuk, az a megfelel6 diddat nyit6 iranyban fesziti el§, és mert U > U, nyitott allapotba is vezeérli. Ez Ui

azt jelenti, hogy a diddan U, fesziltség esik, tehat ennyi a kimendfesziltség is. Ekkor a masik dioda, amelynek a ka- Ube'BD—Ki
tédja U fesziiltségen van, zar6 irdnyban van el6feszitve, tehat rajta aram nem folyik. Ha mindkét bemenetre 0 fe-
szlltséget kapcsolunk, akkor mindkét dioda nyitott allapotban van, de a kimend feszultség ekkor is U, .. Osszegezve:
a kimeneten csak akkor jelenik meg U, fesziltség, ha minkét bementre is Uy fesziltség van kapcsolva, a kimenéfesziltség minden mas esetben U, , amit az

Ur > U, feltétel miatt — U -hez viszonyitva — j6 kdzelitéssel 0-nak is tekinthettink.

A kimenéfesziiltség fiilggését a bemendfesziiltségektdl attekintd tablazatba foglalva lathatjuk, hogy ez az aramkér a logikai ES miiveletet valdsitia meg,
amennyiben a logikai 0 értéknek az U, -nél kisebb fesziltségeket (elvi értékkeént a 0-t), logikai 1 értéknek pedig U —U  -nél nagyobb fesziiltségeket (elvi ér-

tékként az U feszlltségszintet) feleltetjlik meg:

Upe, A | Ute.B Uy A| B AESB
0 0 0 0|0 0
0 U 0|1 0
U, |0 0 110 0
Ur Uy |U-U, 111 1

Megjegyzés
— A diédakkal megvaldsitott ES-kapu hatranya, hogy a logikai 1-allapotba vezérelve a tapfesziiltség 0 szintje felé nem (vagy csak igen kis mértékben) ter-
helhetd, mert ekkor a kimenet és a 0-szint k6zé bek6tott terheld ellenallas a kapuaramkor szerves részét képezd R értéki ellenallassal feszultségosztot
U,y

képez, s igy a kimenéfesziltség %UT-nek adodik, ami a kivanatos Uy —U, -nél kisebb lehet, ti. ha R <R
+ T ny

— A diodakkal megvaldsitott £S-kapu bemeneteinek szamat tetszélegesen megnévelhetjilk a miikddés megvaltozasa nélkiil Gjabb diddak azonos médon
torténd bekotésével. Upe A H

Feladat Upe 5 O—Ni

Hatarozzuk meg az abra szerinti (terheletlen) aramkor kimenéfesziltségét annak fliggvényében, hogy a bemenete-
kena 0, ill. az UT(>>Uny) feszlltség jelenik meg! R

Uk

Megoldas

Ha mindkét bemenet 0 fesziltségre van kapcsolva, akkor a barmelyik diddat és az ellenallast tartalmazoé hurokra alkalmazott huroktdrvény szerint az ellenal-
lason atfolyé aram nullanak adodik, s igy mindkét didda lezart allapotban van, az ellenallason esé fesziltség nulla, vagyis a kimenéfesziltség is 0. Ha barme-
lyik bemenetre U, fesziiltséget kapcsoljuk, az a megfelelé diédat nyitd iranyban fesziti el6, és mert Uy > U, , nyitott allapotba is vezeérli. Ez azt jelenti, hogy a

diddan U, fesziiltség esik, tehat ennyi a kimendfesziltség Uy —U,, . Ekkor a masik diéda, amelynek az anddja 0 fesziiltségen van, zar6 iranyban van el6fe-
szitve, tehat rajta aram nem folyik. Ha mindkét bemenetre U fesziiltséget kapcsolunk, akkor mindkét didda nyitott allapotban van, de a kimend fesziiltség ek-
koris Uy —U,,. Osszegezve: a kimeneten csak akkor jelenik meg 0 fesziiltség, ha minkét bementre is 0 fesziiltség van kapcsolva, a kimenéfesziiltség minden

mas esetben Up —U,,, amit az U > U, feltétel miatt j6 kozelitéssel Ur-nek is tekinthetiink.

ny?
A kimendéfesziiltség fliggését a bemendbfesziltségektd| attekintd tablazatba foglalva lathatjuk, hogy ez az aramkér a logikai VAGY miveletet valésitja meg,
amennyiben a logikai 0 értéknek az U, -nél kisebb fesziltségeket (elvi értékként a 0-t), logikai 1 értéknek pedig Uy —U,, -nél nagyobb fesziiltségeket (elvi ér-
tékként az U feszlltségszintet) feleltetjiik meg:
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Upea|Ubes| Ui A | B| AVAGY B
0 0 0 0|0 0
0 Ur |Up-U, 0|1 1
Ur. |0 Ur-Uy 110 1
Ur Uy |U-U, 111 1

Megjegyzés
— A diédékkal megvalésitott VAGY-kapu hatranya, hogy a logikai 0-allapotba vezérelve a tapfesziltség U, szintje felé nem (vagy csak igen kis mértékben)
terhelhetd, mert ekkor a kimenet és az U -szint k6zé bekotott terheld ellendllas a kapuaramkor szerves részét képezd R értéki ellenallassal fesziiltség-
U;-U
osztét képez, s igy a kimenéfesziiltség %Urnek adaodik, ami a kivanatos U, -nél nagyobb lehet, ti. ha R < R%.
+
ny
— A diédakkal megvaldsitott VAGY-kapu bemeneteinek szamat tetszélegesen megndvelhetjik a mikdédés megvaltozasa nélkil Ujabb diédak azonos modon
torténd bekotésével.

Egy specialis sokpdlus: digital-anal6g konverter

U R U R U, R U R U,
Feladat ¢
Hatarozzuk meg az abra szerinti halézat (Un. R—2R-Iétra) U -val jeldlt kimend&fesziiltségét a 2R 2R 2R 2R 2R
kapcsolok allasanak fuggvényeként!
Ux3 Ux2 Ux1 UxO

Megoldas

Az Uy, U,, U,, U, potencialu csomédpontokra Kirchhoff I. térvényét rendre felirva:

U,
U-U; UUs U,-U, e
R 2R R
U;-U, +Ux,2 -U, +Ul -U, -0,
R 2R R
Y, -U, +UX’1_Ul 40U =0,
R 2R R
iU, +UX’0_U0 Y% =0,
R 2R 2R

ahol U, o, Uy}, U, ,, U, ; értéke U, vagy 0, aszerint, hogy a megfelel§ kapcsolo melyik allasban all. Kihasznalva, hogy a kimenet terheletlen, U -U; =0 =
U =U, adddik, s igy a fenti egyenletek egy 4 ismeretlenes lineéris egyenletrendszert alkotnak:

Elvégezve a lehetséges 0sszevonasokat a kdvetkezd egyenletrendszerhez jutunk:
_% 3 +1RU2 = —2—1RUX’3,
iRu3 —%uz +iRUl = —%ux,z,
lRUl —%Ug = —;*Rux,o-

Ez egy 4 ismeretlenes linedris egyenletrendszer, amelynek U;-ra vonatkozé megoldasat a Cramer-szabaly alapjan allithatjuk elé. Az egyenletrendszer deter-
minansa:
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3Ly
2R R
32 0 0
r 5 1 2 s oo ol [ Prooppozoopy s g
p-| R 2R R L =— 32 5 2|-20 =5 2||=——(-3(-100+16+20)-2(40-8) | = ——r = —.
_ 190+ 16+20)
o L5 P R0 2 s 2pert S T E T T I6R ~ —— | 16R* R
R 2R R 0 0 2 -4 192
o o L1 2
R R
Az U, valtozohoz tartoz6 determinans:
U
= Lo
ROR U, 2 0 0
_Ux*z s 1 0 * -5 2 0 Uya 20
2R 2R R 1 U 5520 1
Dy, = ——— =———|Usl2 =5 2|-2u,, -5 2||=
oy 51| IeRYUG 2 -5 2 aeRt T T
2R R 2R R U, 0 2 -4 X0 -
Yxo 0 1 ,3
2R R R

1 1

=—ﬁ(uxﬁ(—looum20)—2(20ux,2+4ux,0+8uxwl—4ux,2))=—161R4(64Ux,3 +32U, , +16Ux,1+8Ux,o)=§(4Ux,3 +2U,, +Uy, JrEUx,OJ'
—64

Dy, és D ismeretében U; érteke:

L

(4Ux3+2UX2+Ux1+lUX0)
AN R RV | 1

1 1
U3:F3: 3 :EU“+ZUX’2+§UX’1+EUX’O'

R

A megoldas elején tett megallapitas szerint ugyanennyi a terheletlen halézat kimené fesziiltsége is:
1 1 1 1
U ZEU“ +ZUX’2 +§Ux,l +EUX’0'

U
E , ahol UX’k értéke 0, ill. U_, aszerint, hogy a k. kapcsolé melyik allasban van.

n-1
Az eredmény altalanosithaté n bemenet(i aramkérre: U = Z 2:_
k=0

Megjegyzés

A digitalis aramkorok kimenetén 0V vagy 5V jelenik meg, aszerint, hogy a kimenet logikai 0

U, R R R R
vagy logikai 1 allapotban van. Ennek alapjan az R—2R-létra kapcsoldinak helyére kézvetlenll a
digitalis aramkor kimeneteit kothetjik, s igy a digitalis aramkér kimenetein megjelend binaris 2R 2R 2R 2R 2R
U U U
{ [ I ]

szammal aranyos kimen6 feszlltség jelenik meg.

Feladat

Hatarozzuk meg az R—2R-Iétra n. csomoépontjatdl jobbra esé halozat eredd ellenallasat!

U

be,3 be,2 be,t “be0

Megoldas
Kezdjik az utolsé csomoponttol jobbra esé halézat eredd ellenallasanak meghatarozasaval:
_2R2R
T2R+2R
Ennek ismeretében a 2. csomdéponttdl jobbra esé haldzat eredd ellenallasa:
R = (R+R)2R _(R+R2R _ R
R+R +2R R+R+2R

Hasonléan hatarozhaté meg tovabb balra haladva a tovabbi csomoépontoktdl jobbra esd haldzat eredd ellenallasa:
R3_(R+F22)2R_(R+R)2R_R RI_(R+R,H)2R_(R+R)2R_
R+R,+2R R+R+2R ' R+R,,+2R R+R+2R

Latjuk, hogy az R-2R létra minden csomopontjatol a jobbra esé halozatrész R eredd ellenallast képvisel (fliggetlenil az R—2R ,fokozatok” szamatdl). Ez azt
jelenti, hogy a ,fokozatok” szama tetszés szerint ndvelheté a mikédés jellegének megvaltozasa nélkul. Az el6zd feladat eredményére vonatkozéan ez azt

-1y

jelenti, hogy az n fokozati R—2R-létra kimen6 fesziltsége: U = Z 2:_"; , ahol U, , értéke 0, ill. U, aszerint, hogy a k. kapcsolé melyik allasban van, vagyis az
k=0

n fokozatd R—2R-létra n digites (= n szamjegy() digital-analég-konverterként alkalmazhato.



Utolso frissités: 2002.09.23. 18:18 Villamossdgtan 1. félév 99. oldal

Nem linearis négypodlusok

Egyeniranyiték

Feladat U,

Hatarozzuk meg az abra szerinti négypdlus terhelésén esé fesziltséget a bemenéfesziiltség fliggvényében!

U Ry

e

Megoldas

Alkalmazzuk az aramkérre a huroktérvényt: Uy, -U,-U, =0 = Uy =Uy +U,, ahol U, a diédan es6 fesziiltség, U, pedig a terhelésen es6 fesziitség.

Feltételezve, hogy van olyan bemenéfesziiltség, amely mellett U, =0, U, =U, adodik, ami a dioda karakterisztikajabol kiolvashatéan az Uy, =Up <U,

bemendéfesziltség mellett allhat fenn. Ekkor — ugyancsak a diéda karakterisztikajabdl kiolvashatéan — a diédan atfolyd aram 0 (a diéda lezart allapotban van),

ami 6sszhangban all az U, = 0 feltételezéssel (hiszen a terhelésen ugyanaz az aram folyik at, ami a diédan), tehat az U, <U, feltétel teljestilése esetén ez

az allapot ténylegesen meg is valosul. Ha Uy, > U, , akkor az el8bbiek szerint a diéda nem lehet lezart allapotban, igy a rajta es6 feszlltség a karakterisztika-

bdl kiolvashatéan Up, =U,,,, s igy Uy, =U,, +U = U =U U, .

Megjegyzés

— Ha a bemenéfesziiltség a didéda nyitéfesziltségénél sokkal nagyobb (ami a gyakorlatban alkalmazott diédak ~ 0,6 V —0,7 V-os nyitéfesziiltségét, az alkal-

mazasok nagy részben jol teljesul), mondhatjuk, hogy a terhelésre a bemenéfesziiltség jut. Fogalmazhatunk agy, hogy a pozitiv bemend fesziltséget a
diéda ,rakapcsolja” a terhelésre, negativ bemendéfesziiltséget pedig ,lekapcsolja” réla.

— Az el6bbi megjegyzés szerint, ha a bemenetre valtakozva kapcsolunk pozitiv, ill. negativ polaritdsu feszlltséget, akkor a terhelésen csak abban az
idészakaszban jelenik meg a bemendfesziiltség, amikor a bemendfesziiltség pozitiv. Ebbél fakaddéan ezt a kapcsolast egyoldalas egyeniranyitonak
szokas nevezni.

Feladat

Hatarozzuk meg az abra szerinti négypolus terhelésén esd fesziiltséget a bemendéfesziiltség fliggvényében!

Megoldas

Ha U, >0, és U, >2U,, akkor a nyitdiranyban all6 D, és D, diddak az el6z6 feladat megoldasa szerint vezetd (J
allapotban vannak, a terhelésen esé fesziltség U, =U,, —2U , és a terhelésen az abran bejeldlt iranyu aram folyik at.
Ugyanekkor a D; és D, diédak zaroéirdnyban vannak el6feszitve, igy rajtuk aram nem folyik. Ha U, <0, és
Uy, <-2U,,, akkor a D, -D, di6dak vannak nyitott allapotban, és a terhelésen ilyenkor is U, =U, -2U,, feszliltség
esik, és a terhelésen ekkor is az abran bejeldlt iranyd aram folyik at, a D, — D, diédak pedig lezart allapotban vannak.

akkor U, =|U,|-U

Osszefoglalva: Ha |Uy,|>2U
|Upe| <2U,,, akkor U, =0.

mégpedig a bemendfesziltség polaritasatol fuggetlenil. Ha

ny’ ny’

ny?

Megjegyzés

— Tekintettel arra, hogy ebben az aramkdrben a terhelésen valtakoz6 polaritasi bemendéfesziltség mellett is mindig azonos polaritassal jelenik meg a
bemenéfesziiltség, ezt a kapcsolast kétoldalas egyeniranyiténak nevezziik. Elterjedten hasznalatos még a Grétz-hid megnevezés is.

— Ezt az aramkort a valtofesziltségek egyeniranyitasa mellett (amit részletesen a valtéramoknal targyalunk majd) gyakran hasznaljak pl. a palaritasérzé-
keny eszk6zok tapfesziltségcsatlakoztatasanal: a telepet a bemenetre kapcsoljak, a védendd eszkdzt pedig a terhelés helyére, igy aztan barmilyen pola-
ritassal kotik is be a telepet, az eszkézre mindig helyes polaritassal kapcsolddik a tapfesziiltség.

— Az aramkor hatranyaként szokas emliteni, hogy a bementének és a kimenetének nincs un. k6zés pontja (nulla ellenallasu vezetével 6sszekotott pontja),
ami a gyakorlatban alkalmazott négypolusok nagy részénél — s igy példaul az egyoldalas egyeniranyitonal is — megtalalhaté.

Fesziiltségstabilizatorok

Upe 4 \\\ ) ‘/ N Uy
Feladat J \

Hatarozzuk meg az abra szerinti (terheletlen) négypdlus kimendéfesziltségét a bemendfesziltség fliggvényében! — S—

Megoldas
Alkalmazzuk a huroktérvényt a kimeneti hurokra: U,; -U, =0 = U, =U,, ahol U, a fesziiltséggenerator kapocsfeszlltsége. |dedlis fesziiltséggeneratort

feltételezve a kimenéfesziltség tehat az elektromotoros erével azonos, ami azt jelenti, hogy a kimenéfesziltség a bemendfesziiltségtdl figgetlen. Véges bel-
séellendllasu fesziltséggeneratort feltételezve a bemeneti kérre vonatkozé huroktérvény szerint: Uy, —-U, -1, R, —1,.R=0. A fesziiltséggenerator karakte-
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U,.-U
risztikaja szerint Uy; =Uy =U, = 1,,R,, és igy Uy, — (U, = 15.R)) = 1,.LR=0 = Uy =U, =U +—2 R =U_+(U,, —Ue)&. Ha R <R = 5(Ube—ue)<<ue,
L * 2 R R R
Yk Iy
s igy Uy; =U, a bemend fesziltségtdl fuggetlendl. R
o—df ]
Feladat o u
Hatarozzuk meg az abra szerinti (terheletlen) négypodlus kimenéfesziltségét a bemenéfesziltség fuggvényében! Upe 4 \\ e‘/ N Uy
J {

M z J .

egoldas — —

Ha a bemendéfeszilltség pozitiv (vagyis a diddat nyid iranyban fesziti el6), akkor a nyitott didda feszultséggenerator-
jellege miatt az aramkor mukédése megegyezik az eléz6 feladatban targyalt aramkér mikédésével, ahol a feszultséggenerator elektromotoros ereje a didda
nyitéfesziiltségével egyenld, bels6 ellenallasa pedig a nyitott allapotu didda ellenallasaval, tehat Uy, =U, , azaz az aramkor fesziiltségstabilizatorként

mikddik. A nyitéfesziltségnél kisebb bemendfesziltség mellett a didda szakadasként viselkedik, igy a kimendéfesziltség ilyenkor a bemendéfesziltséggel

egyenl6. R
—f ]
Feladat P .
Hatarozzuk meg az abra szerinti (terheletlen) négypdlus kimenéfesziltségét a bemenéfesziltség fliggvényében! Upe 4 \\ /'/ N Uy
| {
. J \
Megoldas - ~

Ennek az aramkornek a miikodése megegyezik az el6z6 feladatban targyaltéval, azzal az értelemszer( kilénbséggel,

akkor U, = Y. Uy
‘Ube‘ Y
x>
sign(Uy, )

akkor mindkét didda szakadaskeént viselkedik, igy U,; =U,..

hogy a bemendéfesziltség barmilyen polaritasa nyitéfesziltséget jelent valamelyik diéda szamara, igy ha \Ube\ >U vagyis az aramkor

ny’

polaritésfiiggetlen fesziiltségstabilizatorként mikodik. Ha U, .| <U .,

Feladat
Hatarozzuk meg az abra szerinti (terheletlen) négypdlus kimenéfesziltségét a bemenéfesziltség fliggvényében! R
—i ]
Megoldds — U

Ennek az aramkérnek a mikdédése megegyezik a kozdénséges diodaval felépitett fesziltségstabilizator mikodésével, Upe ! ) (
azzal az értelemszer( kulonbséggel azonban, hogy a pozitiv bemenéfesziltség a diédanak zaréiranyu elbfeszitést je- / \

lent, igy a diéda csak a Zener-fesziltség tartomanyaban kezd feszliltségstabilizatorként miikodni, vagyis pozitiv beme- — T
néfeszlltségre a Zener-fesziiltségre stabilizal, negativ bemendéfesziiltségre viszont a diéda nyitofesziiltségére.

Feladat
Vizsgaljuk meg, mekkora kimeneti terhelé aram mellett kezd a korabbi feladatokban szerepld, diddas fesziiltségstabilizatorok kimendéfesziiltsége csokkeni!

Megoldas
A csoméponti térvény szerint: I, =lp+1,, ahol I, a diédan atfolyd aram. irjuk fel ennek ismeretében a huroktdrvényt a bemeneti korre:

Uy —-Up—(Ip+1;)R=0 = Iy = %— li» ahol U a diddan es6 fesziiltség (ami a stabilizator felépitésétdl fliggéen a didda nyitéfesziiltsége, vagy a Ze-

ner-fesziiltsége). Allandé bemenéfesziiltség mellett az % érték egy jol meghatarozott konstans aramot jelent (a diédan nulla kimené aram mellett atfo-
ly6 aramot), igy a kimené aramot névelve | értéke elébb-utobb nullava valik, és ezzel a diéda atbillen a lezért allapotba, vagyis a didda szakadasként kezd
Ubs -U D

viselkedni, a fesziiltségstabilizalds megszinik. A felirt 6sszefliggésbdl kiolvashatd, hogy ez |; = értékl kimeneti aram mellett kdvetkezik be. llyenkor

az aramkor kimenéfesziltsége Uy, =U,, — 1 ;R.

Feladat

Hatarozzuk meg, mennyi a diodas fesziltségstabilizator belsbellenallasa, ha a didda karakterisztikajabol kiolvashatdan a diidda nyitott allapotban R, értéki
ellenallast képvisel!
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Megoldas
Az el6z6 feladat megoldasanak gondolatmenetét kovethetjik, azzal a kildnbséggel, hogy a diédan nyitott allapotban esd fesziltség most nem konstans,
U~ —
hanem a karakterisztikabdl kiolvashatéoan Up =U, +IpR,,, amibél a diéda arama: I =—P_ "% Ennek megfeleléen a bemenetre felirt huroktérvény most
y
Up-U,, R R . . . . .
Upe =Up —| —=—+ 14 |[R=0 = Uy, —Up| I+— |+U, — - 1;R=0. A kimenetre felirt huroktérvény szerint U, =Up, s igy
Rny Rw Rﬂy
ID
R
1 R, R
Uk1 = R UbeJr }’R Uny Ikl R
1+ — 1+ — I+ —
Ry Ry Ry
A feszlltségforras belsé ellenallasa a Thévenin-féle helyettesités értelmében
Uy R RR, R,
Ui =U.-I4R = F"b:*alk': R~ yR: éﬂ ,
ki 14— Rw + 1+
Ry R

azaz a feszliltségstabilizator belsé ellenallasa a didéda nyitéiranyu ellenallasanal — bar elnyagolhaté mértékben (. a megjegyzésben), de — kisebb.

Megjegyzés
Ebbdl a meggondolasbdl kiolvashaté az is, hogy a nyitott allapotban véges ellenallasként viselkedd didda a bemend fesziltség valtozasaval szemben sem

tartja tokéletesen stabilan a kimenéfesziiltséget. Erre jellemzé adat az Un. stabilizalasi tényez6: s:% (ami Uy; U, valtozasaval szembeni allandosaga
ki
mellett értelemszeriien «-nek adddik). A didédas stabilizator esetében

WM 1 R R
aUki % Rny Rny
00Uy,

Az itt hasznalt kozelitést az teszi megengedhetévé, hogy az aramkori paramétereket gy szokas megvalasztani — éppen az elegendéen nagy stabilitasi ténye-
z6 elérése érdekében —, hogy R> R, teljestljon.

Négypolus-elmélet

Igen gyakori, hogy valamely aramkér két bemeneti és két kimeneti csatlakozason keresztil kapcsolédik a tovabbi aramkérokhéz (= négypolus). llyenkor a
négypolus miikodésének targyalasa a két bemeneti (U, I, ) és a két kimeneti (U, I,;) mennyiség kapcsolatanak elemzésével végezhetd.

Megjegyzés

A négypolusokkal kapcsolatban gyakran fogjuk emlegetni az impedancia és az admittancia fogalmat. Ohmikus karakterisztikaju aramkori elemekre az impe-
dancia egyszeriien az ellenallast jelenti, az admittancia pedig a vezetéképességet. Valtdaramu kérékben azonban az impedancia és az admittancia nem csak
ohmikus karakterisztikaju elemekre fogjuk értelmezni, igy ezekre vonatkoztatva kicsit mast fognak jelenteni, mint az ellenallas, ill. a vezetés. Most, amikor
ohmikus karakterisztikaju aramkori elemekre fogalmazzuk meg a négypdlusokra vonatkozé megallapitasainkat, mondhatnank ezek helyett minden esetben el-
lendllast, illetve vezetést, de nem tesszik, hogy ezek az 6sszefliggések ne az ellenallas és a vezetés fogalmaval régziljenek, mert a kévetkez6kben a
négypolusokrol elmondottak maradéktalanul érvényesek maradnak majd valtdaramu gerjesztések mellett is, de csak impedanciaval, ill. admittanciaval megfo-
galmazva.

lve h
Atviteli fiiggvény . .
Olyan figgvény, ami kapcsolatot teremt a bemenéfesziiltség és aram, valamint a kimené&feszlltség és aram kozott: [\ I
U,.| [U,;
f(UpesUis Thes 1) =0- be! | ki
\ /

Linedris négypolus
Olyan négypolus, amelynek atmeneti fliggvénye linearis. llyen volt pl. a korabbiakban targyalt fesziltségoszto, de nem ilyenek pl. a feszultségstabilizatorok.
Egy lehetséges linearis atmeneti fliggvény pl. a kdvetkez6:

Uy =a“(Ube—Ube,o)+a12(|be—'be,o)+Uki,0

I = az](Ube —Ubs,o)+azz('be - |be,o)+ lio
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Passziv négypéblus

Feszliltség- és aramtermeld elemeket nem tartalmaz, azaz nulla bemenéfesziltség és bemendaram mellett a kimendfesziltsége és kimendarama is nulla.
Tekintslik példaként a fentebb adott linearis atviteli figgvényt:

Ui =8 0+a,-0-aUp g —a5lp 0 +Ukipo =0 = U —aUpeo—alpe 0 =0
I =0+, 0-a Uy g —85lpe 0+ 1o =0 = li0 @ Upe 0 + 80l 0 =0
aminek felhasznalasaval a passziv négypdlus atviteli figgvénye a kdvetkezé alakot olti:
Ui = & Upe + @l
I =8y Upe + a4,

vagyis a passziv négypolus atviteli fliggvénye konstans tagokat nem tartalmazhat. Hasonléan belathatjuk ezt az atviteli figgvény minden mas konkrét alakja-
nal is.

A passziv linedris négypodlus paraméterezései
A passziv linearis négypolus allapotat leiré négy mennyiség (U, I, Uy, 1) k6zUl kett6t kivalasztva ezeket a masik kettd lineéris fliggvényeként adhatjuk
meg. Ez dsszesen hatféle lehet&séget jelent:

ch?'bc Uki’lki ch’Uki Ibc"ki ch?'ki Ibc=Uki .
lanc inverzlanc impedancia admittancia hibrid inverz hibrid

1. Lancparaméterezés

U.=a,U | U,. U U

ki = @1Ype T A2 1pe c:[ kl]:[all aiz]( bcjzé[ bcj
I =8 Upe + 351 L 2y Ay ) . e
a, aizj

Lancparaméter-matrix: a= [
& 8y

2. Inverz lancparaméterezés

Upe = AV + Azl — [Ubejz(Al AZ][UkijzA[Ukij

lpe = AUy + Ap L e A Ao\ L) Ul
A, Az).

A Ay

Inverz lancparaméter-matrix: A= [

3. Impedancia paraméterezés
Ube =Z1le + 22l - [Ubejz(zu Zl2]['beJ:Z(lbeJ
Ui = Zilpe + 2l Uy ) Ny i

z
Impedanciaparaméter-matrix: ;:[ 1 Z‘ZJ.
L Ip

4. Admittancia paraméterezés
Tbe = Y1Upe + V12U PN [IbeJ =[Y11 )ﬁz][ubej _ y[ubej
li = YailUpe + YaUj I Yo Yo \Uii/) “\Ug

Admittanciaparaméter-matrix: y = [ Yo Y ]
Ya1 Yz

5. Hibrid paraméterezés

Upe =My lpe + MUy — [Uber[hll hIZJ[IbeJ:h[IbeJ
T =Py lpe + U I by hy AUy ) Uy
h, h|2j

hy by )

Hibridparaméter-matrix: h = [

6. Inverz hibrid paraméterezés

lpe = HpUpe + Hiplyg - [Ibcj:[Hll lej[ubc]:ti[ubc]
Ui =HyUpe +Hpplyy Ui Hay Hypp L i
Hi lej

Inverz hibridparaméter-matrix: H :[
Hy, Hy
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A paraméterezési médok egyenértékliek (barmelyik paramétercsoport barmelyik masikkal kifejezhetd)
1. A lancparaméterek
a) az inverz lancparaméterekkel
Ube AZ Al Ube
Uy =aUpe a5l Upe = AV + Azl - U, = lhe Ay Aoy 21, 1Ay Ibe Py L
ki = b ber ki = b be?
li = 8y Upe + @54 lhe = AU + Aplyg l HN HN‘ ‘ HAH o HH‘ HN‘ ‘ HAH ‘
A A Ay A,
ac| 1A 1A AA AR AAL - A
Tl A AL A Al
1A (A AAy = AAy A, - AAy,
b) az impedancia paraméterekkel
Uy =aUpe + a5l Upe = Zlpe + 2ol 1 Z 1 Z _2 2,2,
li = ——Upe =2y, Ups = 2l + Zplyg = 2yl + 2y | — Uy =1, 2Ub +| Zy 1,
li = 8y Upe + a4 Ui =2yl + 25l Yz, ozt ¢ ¢ z, C oz, t) oz, 12 ‘
—— —— — —_—
ay, a, & a,
% 2, - 2121222
az| 12
a ) 7,
ap) 4,
¢) az admittancia paraméterekkel
=8 Uy + ! Ibe = YiUpe + ViU 1 1
Ik1 ) 1Ub 21be be 3 1% T Y12V Uy :—hubc*'*'bc: L = Yol oot Vo _hube+7|be =y - YuYan Uy, +22 Y2 e,
ki = 8 Upe + a1y, lii = Yailre + Y2l Y12 Y12 Yi2 Yi2 12 12
— —— - - 7 ——
a, a, a, a,
_Yu 1
a= Yi2 Y12 _
Vo — YiuYon Yo
p) B
Yi2 Y12
d) a hibrid paraméterekkel
ki = & Upe + a5l Upe = Mylpe + Uy 1
Il— Ue |e Ie— |e '= Ui =—Upe— hlllbe' I =Pyl + oy Ube m hzzube hzl—ﬂ lpe s
ki = & YUpe T 82l pe ki = harlpe + Uy h, h12 h, hl2 hlz h,
—= N
& 2,
1
2 :12 Tlfhz
D p,
h, h,
e) az inverz hibrid paraméterekkel
i = & U +aply lpe = HyUpe + Hoplyy H 1 H 1 H,H H
L ¢ © ‘ ' hi == Upe 0 Thes Ugg = HyUpe + Hpp| =2 U+l | = | Hyy =220 Uy + 2 1,
li = 8y Upe + @514, Ui = HiUpe + Hilyg Hy, t'\g; Hx Ho H, hae?)
- N
) an & B
Hn—L;_z"-'21 %
a-= 2 2
_Hy o U
Hy, Hy

Hasonléan hatarozhaték meg a tovabbi paraméterek is barmelyik masikkal kifejezve (amit itt mar nem végzink el, csak jelezziik, hogy mely paramétereket
melyekkel lehet kifejezni):
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2. Az inverz lancparaméterek
a) a lancparaméterekkel
b) az impedancia paraméterekkel
¢) az admittancia paraméterekkel
d) a hibrid paraméterekkel
e) az inverz hibrid paraméterekkel

3. Az impedancia paraméterek
a) a lancparaméterekkel
b) ...

104. oldal

Szimmetrikus négypolus: olyan négypolus, amelynek viselkedése a négypolus megforditdsakor nem valtozik (mindegy, mely pélusait hasznaljuk bemenet-

nek, ill. kimenetnek).

A szimmetria jelentkezése az atviteli figgvényben abban nyilvanul meg, hogy az atviteli fliggvény a be- és a kimeneti mennyiségek felcserélésével szemben

invarians — de természetesen csak akkor, ha magukat a be- és kimenti mennyiségeket is szimmetrikusan értelmezziik (tehat példaul a bemeneti és
aramot egyarant befelé folyonak).

A szimmetria feltétele a paraméter-matrixokban

1. a lancparaméterekben

kimeneti

Upe @ & Upe
ki =& Upe T a2l Upe = Uy + 3,y e 3 _8n. &y 3 e 321
- _ Uy = loer i =——7F— = e
hi = aUpe + 8 le bhe = 8p)Uj + 8, el HaH ;e =l H H H H
—
aﬂ 612

89 - TR

q, = Ha s &= 5 &y = > aZZ_HaH'
Innen ||a| = -1, és &, = —a,,. Ezek felhasznalasaval a lancparaméter-matrix determinansa:

a & 2 V1= @58 &
al= =-a;—8,a, =-1 = =Jl-a,a, = a= .
H*H ‘ag] -a, & — a3y & 12921 2 [ a, _m}

2. az inverz lancparaméterekben
Uy A&z A Uy
be = AUk + Azl Ui = Al + Anlie N U = e An| Azz A12 o= Ao Nal _ Az]

loe = AZIUki + Al i = AyUpe + Azz'bc " W B R T W B
A = A, = =k A, = M‘ nen |A|=-1, és A, =-A,,. Ezek felnasznalasaval az inverz lancparaméter-matrix determinansa:

A Az VI=AsAy, Az
L A=A =1 = A =J1-AA = A=[ ]

Ay -AY Aoy V1= Ay

3. az impedanciaparaméterekben

Ube = Zilpe + 22l Ui =21l + 2ol

,
Ui = Zlpe + 2ol Ube = L1l + Zple
4, =2Zy; 4y =2y 4y =25 4y = Iy

Ezek felhasznalasaval az impedanciaparaméter-matrix determinansa:

Z:[Z“ 212].
4,
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4. az admittanciaparaméterekben

be = Y1lUbe + ViU li = YUk + YiUpe
= Y2l + YalUyi Toe = Yoy + Yooy
Yii =Y Y2 =Yars Y2 =Yorr Y1 = Y-
Ezek felhasznalasaval az admittanciaparaméter-matrix determinansa:

_ (yu ylz]
Yo Yn

5. a hibrid paraméterekben

hy Uy Ui N
Upe = Myjlpe + MUy Uy = hyly + Uy, U = T h“l f"bl I = lpe hzz h]z hz2
L =My lpe + Uy Toe =Myl + U, b HDH HhH e HhH P b = HDH HhH et HhH T
hu hz h, hzz
h, = ‘h“ h, =- ‘}bl by =- ‘hlz hzzzﬁ-
Innen |h| =1, és h, = —h,. Ezek felhasznalasaval a hibridparaméter-matrix determinansa:
] = a1 h”:hlhz +h =1 = h,=\1-hh, = h= h V1= iy )
| *hlz h22 1122 2 2 1'22 - _ 17n1m2 h22
6. az inverz hibrid paraméterekben
‘Hn I i Hp
loe = HiUpe + Hiolyg I =HUyg +Hpple - _Ha Une| _Hiyyy Hy I U _Mee Haf __Hp Py
T T N e B 1 R T el
?:T Hu H:; Hn
H H H H
Hy, :‘Jé Hp=- ‘ o Ha :—Hfé 2 :ﬁ-

Innen [H| =1, H, = —-H,,, H, =—H,,, és |H| =1. Ezek felnasznalasaval az inverz hibridparaméter-matrix determinansa:

H Hy, Hi VyI-HjHy
HUH:‘ H11 Hl H11H22+H12*l = le*\ll*Hnsz = H[ .
—Hipp 2 —y1-HjHy Hx

Latjuk, hogy a szimmetria a fliggetlen paraméterek szamat 4-rél 2-re csokkenti.

A négypolusok tovabbi jellemz6i

.. . U ou
Bemeneti impedancia: z,, = - be
Ibe aIbe
Az inverz lancparaméterekkel kifejezve:
U
A A,
z, _Ube - AVt A0l _ i ,_AllzkiJrAn.
© e AU+ ALl A, Uy + A, Az + A,
Ikl
a) liresjardsi bemeneti impedancia: z,, ; = LIJ"C .
be l1,,=0

Az inverz lancparaméterekkel kifejezve:

=% _ A+ Al =i

Ze, i :
¢ e 1,20 AU +Axla Ay

b) révidzarlati bemeneti impedancia: z,, . = Ll‘lbs
be

Uy =0

Az inverz lancparaméterekkel kifejezve:

. oldal
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Uy | _ A+ Al =i

Zpe,r = :
ST e U, =0 AU+ Anli An
. . . Uy, U, re i
Kimeneti impedancia: z; = - K vagy altalanosabban (nem linearis négypdlusra is alkalmas modon): Z; =— L
i Ay © I R B
Els6 pillanatra meglepének tlinhet a kimeneti impedancia definicidjaban szerepld minuszjel. A kimeneti impedanciat azért M| ? }”1 '
kell ilyen médon definialnunk, mert a négypolus jellemz6 mennyiségeit az abra szerint szimmetrikusan vesszik fel, igy a Ube\ Q) :Zbe =/ :Zk ‘Uki
kimend aramot akkor el6jelezziik pozitivra, amikor befelé folyik. A be- és kimené aramok szimmetrikus felvétele pedig azért W T }Tj H)
célszerl, mert igy a négypdlus megforditasat (pl. a négypdélus szimmetrikus voltanak vizsgalatakor) egyszerlien a be- és ] LW"’;O

kimeneti mennyiségek felcserélésével vehetjik figyelembe.
A lancparaméterekkel kifejezve:

Ube
U U | 3 | +ap
Z, = ki __ &A1Y t&0lpe _ be __ 84 t&,
; .
I U + )l e ay, Uhe +a, (rhetan
be
a) lresjarasi kimeneti impedancia: z; ; = —I—k‘ .
ki 1,.=0

A lancparaméterekkel kifejezve:

Z _ Yy __alUptapl, &
i, 0 .
I I,.=0 3y Upe + @y, )
P . . Uy
b) révidzérlati kimeneti impedancia: z; = . .
ki U,.=0

A lancparaméterekkel kifejezve:
Uy =_311Ube+312|be:_ﬁ

Zki, r= T .
Uy +anly, 3y

Iki U,.=0

Ha z; = 7., = a z, = z,, = %, impedanciat a négypolus karakterisztikus impedancidjanak nevezzik.

2
A% +a, b —(a +ay) £q/(a; +ay,) —4a,a,
- = a4 + +a +a,=0=> z = .
2,2+ a 012 + (@ +an) 7+, % 22

1-a,a —4
Vi=a53y EH 1y 8y, +ay, = 0, amivel 7 = N8B 3y
a, —Ji-a,a, 28y 3

Fejezziik ki a karakterisztikus impedanciat a kimenti Uresjarati és a kimeneti révidzarlati impedanciakkal:

PG NPy (N (. T R (N I . 1) i i ki -
’ & [ aZl)[ azz] [ aZIJ[ azzj m
—_—— NNk

1 Zi.a Zir

4i=12%=

Ha a négypolus szimmetrikus, a ={

A karakterisztikus impedancia két méréssel meghatarozhato: z; ; és z; , mérésével. Mivel a szimmetrikus négypolus be- és kimenete felcserélhetd, a ka-
rakterisztikus impedancia meghatarozhaté az Uresjarati és révidzarlati bemeneti impedancia alapjan is: z) = ./z, ; Z,.,, - Természetesen ugyanezt az ered-
ményt kapjuk akkor is, ha a karakterisztikus impedancia kapcsolatat a nevezetes bementi impedanciakkal az elébbi eredmény ismerete nélkil hatarozzuk
meg:
(A1t An) (AL +An) —4AsA,

—2hy '

o = 7y = DL o (A A2 Ay =0 7

A A -
Axtor As ,igy A, + A, =0, amivel a karakterisztikus impedancia: z, = AR -@,
AZI _VI_AZAZI 72A21 AZI

= |» .
“be, ii “be,r *

Ha a négypdlus szimmetrikus, A= [
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Feladat

Hatarozzuk meg az abra szerinti négypolus lancparaméter-matrixat!

Ibe R 0
Megoldds L]
A be- és kimeneti kapcsokat magaba foglalé hurokra a Kirchhoff-torvény: U, +1,.R-U;; =0 = Uy, = 1 U+ R, Ub /, T T Uki
4 A e J
1 R
Masrészt |, =—l,, = I = Q Upe =11y Ezzel a lancparaméter-matrix: g=[0 J, aminek determinansa: °
a, Ay -
I R . . S . . . i o . oo - . .
HgH: 0 1=—1, és a,=-a,,, tehat a négypolus szimmetrikus (ami persze a kapcsolasi rajzon is azonnal latszik). A karakterisztikus impedancia:
2= |22 R
ay, 0
Ihe i
R, Rz
Feladat } } } [
Hatarozzuk meg az abra szerinti R, R,, R ellenallasokbdl allo, un. T-tag lancparaméter-matrixat! SN =X TN
/ n /
i Ube \ 8 R ‘\\ Uki
Megoldas £
A huroktérvény a bemeneti korre: 0
1
Upe + e R -%—(Ibc + Iki)R:O = Iy =—EUbC—[1+%jlbc.
——
a, a

A huroktérvény a kimeneti korre:
Uy _(lbe + Iki)R_ iR =0 = Uy =-1 R-1ly (Rz + R)~
Ebbe I,; imént kapott értékét behelyettesitve:

Uy :_lbeR+[U};e +|be(l+%jJ(R2+R): RQ;RUbe +[(R+Rl)éR+%)—lebe:(%ﬂjum +(R+R2+R +%—lebe:(l+%JUbe+[R +R2+%jlbs'

N N
a, a,

Ezzel a lancparaméter-matrix:

a= 1 R ,
- o7+ =L
R O R

aminek determinansa:

R B RS o
R R

tehat ha az a,, = —a,, feltétel is teljesul, vagyis ha R = R,, a négypdlus szimmetrikus (ami persze a kapcsolasi rajzon is azonnal latszik). Ha a szimmetria fel-
tétele teljesil, vagyis R = R, = R, a négypolus karakterisztikus impedanciaja:

_ | @ %j
29 = | =,/ 2 R=,/(2R,+R)R, .
0 2, ( R)+R (2R, ) 0

Feladat
Hatarozzuk meg az abra szerinti R, R,, R ellenallasokbdl allo, un. z-tag lancparaméter-méatrixat! /be / /ki
. R
Megoldas —
L
A huroktérvény a bemeneti korre: Uy, + (1, —1)R =0; a kimeneti kérre: Uy; +(1; +1)R, = 0; a belsé hurokra pedig: ) N
~(lpe =1)R +IR+(I5 + )R, = 0. Ebb8| | -t kifejezziik: DS [ = [
Ue 8| R1 T Ry Uy
ety Ry R \
R+R, +R R+R +R o

majd az elsé egyenletbe beirjuk:
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R(R+R) | _RR _ . RR _; R(R+R),
R+R +R

ch+|bch|R10:>Ube+lbe[Rl R JJrIkiRl RR =0 = Up + 1y

"R+R+R +R+R R+R,+R “"R+R+R R+R+R ™

Innen I;-t kifejezve:

I =_wube_(l+3}be,

RR R
- 1?2
&, A,
| kifejezését most a kimeneti hurok egyenletébe beirva:
Ui +| T + e R —ly R R2:0:>Uki+|kiR2(Rl+R)+lbc RR =0
R+R +R R+R +R R+R +R R+R +R

Most |,; értékét behelyettesitve:

Uki—[wubc+[l+RJIbJRZ(RH—R)HbC RR :0:Uki—R‘+RUbe—{l+B\R2(R+R)Ibe+lbe RRy =0=
RR R)™)R+R+R R+R+R R JR+R+R R+R+R

u. _R+R, (R+RI(R+R)-RR,| |
ki be be — V-
R R+R +R

Innen U;-t kifejezve:
u _R*R,  (R+R(R+R)-RR,
ki = be be "
R R+R +R
N
a, a,
A lancparaméter-matrix:
1+ B (R, +R)(R; +R)-R/R,
R, R,+R,+R
a=
Rt R TR -[1+£J
RIRZ 2

Ennek determinansa:

R (R*R(R+R)-RR|

1+

la] = R R+R+R __(R+R)(R+R) (R+R(R+R)-RR,
~ | _R+R+R _(HB} RR RR ‘
RR R,

tehat ha az a,, = —q;; feltétel is teljesul, vagyis ha R = R,, a négypdlus szimmetrikus (ami persze a kapcsolasi rajzon is azonnal latszik). Ha a szimmetria fel-
tétele teljesil, vagyis R = R, = R,, a négypolus karakterisztikus impedanciaja:

o _au:\/(F"oJrR)z—F\’é R R (F?0+R)2—F?§:R R? +2RR,
Y ay, 2R +R 2R +R (2R, +R)’ ! (21e0+1e)2'




